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Τι είναι η «αναγνώριση προτύπων» ;

Απλά: ασχολείται με την απάντηση στο ερώτημα: «τι 
είναι αυτό;» ‐Morse
Μαθηματικά: η εκτίμηση συναρτήσεων πυκνότητας 
σε χώρο πολλών διαστάσεων και η διαίρεση του 
χώρου σε περιοχές κλάσεων – Fukunaga
Λογοτεχνικά: αποκάλυψη δομής στο χάος

Απαραίτητο συστατικό της μηχανικής ευφυΐας
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Είναι σημαντικό;
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π.χ.

MRI εγκεφάλου 
(κίτρινο: όγκος)
Ιατρική διάγνωση

Χειρόγραφο κείμενο
Διαλογή φακέλων, OCR

Ταυτοποίηση 
δακτυλικών 

αποτυπωμάτων
Υπηρεσίες ασφάλειας
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Μηχανική όραση
Έλεγχος ποιότητας

Μηχανική όραση
Ρομποτική

Εξόρυξη δεδομένων
Βάσεις δεδομένων 

εικόνων
Πληροφορική
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Ελεγκτής

Aισθητήρας 
Laser Doppler 

Vibrometer 

Κουτί συνδέσεων  

PC με πλακέτα DAQ  
AT-MIO-16E10 

της National Instruments 

PC με πλακέτα δικάναλου
αναλυτή FFT STAC SPTiwn 

Πλυντήριο

Ευρωπαϊκό έργο MEDEA
Έλεγχος ποιότητας σε γραμμή παραγωγής πλυντηρίων
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Ο άνθρωπος παραμένει ο καλύτερος «αναγνωριστής προτύπων» (;)

completely automated public 
Turing test to tell computers 
and humans apart

Τμήμα Γ4, ΒΠΣ,  1969
ΕΓΩ;

Ο τρόπος που το καταφέρνει δεν έχει κατανοηθεί πλήρως ακόμα
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Ο δίσκος της Φαιστού
Διάμετρος ~ 16 cm, πηλός με έντυπα 
σχήματα και στις δύο πλευρές
(122+119, 45 μοναδικά).
Ανακαλύφθηκε το 1908 από τον 
Luigi Pernier.
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αισθητήρας

Παραγωγή
χαρακτηριστικών

Επιλογή
χαρακτηριστικών

ταξινόμηση

Αποτίμηση 
συστήματος

Πρότυπα

Διαδικασία μηχανικής αναγνώρισης προτύπων

Η διαδικασία αυτή 
μιμείται  εν πολλοίς την 

ανθρώπινη
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Κατηγοριοποίηση μεθόδων 

Με επίβλεψη

Γνωστός αριθμός κλάσεων και ικανό πλήθος παραδειγμάτων από κάθε 
κλάση. 

Χωρίς επίβλεψη

Το είδος και πλήθος των κλάσεων είναι άγνωστο.  Παραδείγματα από 
άγνωστες καταστάσεις. 
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Παραδείγματα συνόλων δεδομένων

MEDEA

IRIS



ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Α. Πουλιέζος, Τμήμα Μαθηματικών ΑΠΘ, ΜΔΕ Αναγνώριση προτύπων   1/ 13

Έστω n αντικείμενα (πρότυπα)
[x1, x2, …, xn ]Τ

(μετρήσεις, εικόνες, ήχοι κλπ)
με q χαρακτηριστικά (features) το καθένα σε
μορφή μητρώου X διάστασης n×q.

Στόχος είναι η ομαδοποίηση των αντικειμένων σε
m ομάδες, κλάσεις ή συστάδες (clusters).

Μαθηματική τυποποίηση του προβλήματος
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Συλλέγουμε n δεδομένα (αντικείμενα)  που 
ανήκουν σε m, γνωστές, κλάσεις ω1, …, ωm.  

Ορίζουμε το σύνολο εκμάθησης ως,
S = {(x1, y1), (x2, y2), …, (xn, yn)}

όπου yi{1, 2, …, m}

Αναζητούμε έναν κανόνα απόφασης d τέτοιον 
ώστε κάθε νέο αντικείμενο x να ταξινομείται 
σε μία από τις κλάσεις m με «βέλτιστο» τρόπο.

Αναγνώριση με επίβλεψη
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Δομή παραδόσεων

1. Εισαγωγή.
2. Στατιστικές μέθοδοι: ταξινομητές Bayes.
3. Στατιστικές μέθοδοι: εκτιμητές κατανομών.
4. Μη στατιστικές μέθοδοι: γραμμικοί ταξινομητές.
5. «Ευφυείς» μέθοδοι. 
6. Ταξινόμηση χωρίς επίβλεψη.

Επιθυμητές γνώσεις

1. Θεωρία πιθανοτήτων.
2. Άλγεβρα και λογισμός πινάκων.
3. Γραμμικός και μη γραμμικός προγραμματισμός.
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Άσκηση 1

Μεταφράστε «κατάλληλα» τους όρους:

Pattern          Feature Cluster

«Κατάλληλα»:
1. Να μην υπάρχει άλλη αγγλική λέξη που να μεταφράζεται σαν την 

ελληνική, δηλαδή η συνάρτηση να είναι 1‐1 (π.χ. «χαρακτηριστικό» 
μεταφράζεται το “characteristic”, άρα αποκλείεται ως μετάφραση 
του feature, standard: πρότυπο… ).

2. Μεταφράζουμε με βάση την ετυμολογία και όχι τη σημασία.
3. Μονολεκτικά. 
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Χειριζόμαστε τα αντικείμενα ως τυχαίες μεταβλητές, 
ανεξάρτητες δεδομένης της κλάσης.
Θεωρούνται γνωστά, ή εκ θεωρίας  ή από πληροφορία:

Bayes ‐ υποθέσεις

πρότερη πιθανότητα κλάσηςωi
(η πιθανότητα το αντικείμενο x ν’ ανήκει στη κλάση ωi)

P(ωi):

υπό συνθήκη ή ύστερη πιθανότητα της κλάσης
ωi δεδομένου του x
(η πιθανότητα το νέο αντικείμενο να ανήκει στη κλάση
ωi, δεδομένου ότι το αντίστοιχο διάνυσμα
χαρακτηριστικών είναι x)

P(ωi|x):
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Κριτήριο βέλτιστου: ελαχιστοποίηση πιθανότητας σφάλματος
(σφάλματος Bayes) Pε

   
1

min 1 d
i

i

L

ε i iR
i R

P P ω p x ω x


       
    

 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας υπό συνθήκη
για την κλάση ωi

p(x|ωi):

περιοχές όπου το x ταξινομείται στη κλάση ωi
σύμφωνα με τον κανόνα d

Ri :

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του x(s) (ή
συνάρτηση πυκνότητας μίγματος)

p(x):

Pε=1‐(πιθανότητα σωστής ταξινόμησης):  ο i‐οστός όρος παριστάνει τη 
πιθανότητα σωστής ταξινόμησης της κλάσης i επί τη πιθανότητα εμφάνισής της.
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Κανόνας Bayes:
Το  νέο αντικείμενο με διάνυσμα χαρακτηριστικών 
x, ταξινομείται στην πλέον πιθανή κλάση:

: ( )i ix ω P ω x max

ύστερη πιθανότητα
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Οι περιοχές R1, R2 του 
ταξινομητή Bayes για 
ισοπίθανες κλάσεις.  Το 
σημείο x1 ταξινομείται 
στη κλάση 2 αφού 
p(x|ω2) > p(x|ω1) αλλά 
υπάρχει και μικρή 
πιθανότητα ν’ ανήκει 
στην 1.  Το σημείο x0 στο 
οποίο p(x|ω2) = p(x|ω1)
καλείται σημείο 
διάκρισης ή
διαχωρισμού.x1

Pε
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από κοινού πιθανότητα

Απόδειξη

Bayes

Επειδή R1, R2
καλύπτουν όλο το 
χώρο:
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έπεται

Άρα η περιοχή R1 επιλέγεται έτσι ώστε σ’ αυτή: P(ω1|x) > P(ω2|x)
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Παράδειγμα (Θεοδωρίδης)

Σε μια αίθουσα υπάρχουν 100 αθλήτριες χορού (κλάση ω1) και 
200 καλαθοσφαιριστές (κλάση ω2).  Έστω ότι έχουμε 
πληροφορία για το βάρος τους (x) που συνοψίζεται μέσω των 
κατανομών πυκνότητας πιθανότητας,

(δηλαδή τα βάρη ακολουθούν κανονική κατανομή με μέση τιμή μ1= 50 
για τις αθλήτριες χορού και μ2=90 για τους καλαθοσφαιριστές και ίση 
διασπορά σ2=300).

Ένα νέο άτομο εισέρχεται στην αίθουσα με βάρος 67 κιλά.  Που 
θα το κατατάξουμε; 

2 2( 5 0 ) ( 9 0 )
3 0 0 3 0 0

1 2( ) , ( )
3 0 0 3 0 0

x x

e e
P x ω P x ω

π π
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Σύμφωνα με τον ταξινομητή Bayes θα ταξινομηθεί στη κλάση
για την οποία P(ωi|x) max.  Ξέρουμε,

( ) ( )
( )

( )
i i

i

p x ω P ω
P ω x

p x


Επομένως θα υπολογίσουμε p(x|ωi)P(ωi).
Από τα δεδομένα, P(ω1)=100/300=1/3, P(ω2)=200/300=2/3 

2( 6 7 5 0 )
3 0 0 1

33 0 0
e

π



i=1: p(x|ω1)P(ω1)=                          = 0,0041

2( 6 7 9 0 )
3 0 0 1

33 0 0
e

π



i=2: p(x|ω2)P(ω2)=                          = 0,0037

Άρα κατατάσσεται στις χορεύτριες.
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67,4

p(x|ω1)

p(x|ω2)

Μπορούμε να υπολογίσουμε τη 
διαχωριστική τιμή λύνοντας την,

όπως επίσης και τη πιθανότητα 
λάθους, υπολογίζοντας τα εμβαδά Α, 
Β

   
2 1

1 1 2 2( )d ( )d
R R

A B p x ω p ω x p x ω p ω x   

   
67,4

1 2
67,4

1 2
d d

3 3
p x ω x p x ω x
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Χρειάζεται τρόπος υπολογισμού της ύστερης 
πιθανότητας !
Κανόνας του Bayes (για δύο κλάσεις):

2

1

( ) ( )
( )

( )

       ( ) ( ) ( )

i i
i

i i
i

p x ω P ω
P ω x

p x

p x p x ω P ω




 
Επομένως πρέπει να ξέρουμε  τις πρότερες 
πιθανότητες  P(ωi) και τις πιθανοφάνειες
p(x/ωi)
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Bayes – κανονικές κατανομές

Στη περίπτωση που οι εμπλεκόμενες συναρτήσεις 
πυκνότητας πιθανότητας είναι κανονικές, τα πράγματα 
απλουστεύονται (;), αφού:

   1
22

T 11 1
( ) exp

2(2 )
qi i i i

i

p x ω x m Σ x m
π Σ

     
 

· i=1,…, q

(η μέση τιμή και η συνδιασπορά συνήθως εκτιμώνται).

Έτσι ο ταξινομητής Bayes έχει τη λογική:

     1
2

T 11 1arg max exp
2 i i i ii

i

x m Σ x m P ω
Σ


           

     
d=
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Η εκθετική μορφή της d παραπέμπει στη δυνατότητα 
μετασχηματισμού της για ευκολότερο χειρισμό.  Έτσι 
παίρνοντας λογαρίθμους (μονοτονική συνάρτηση):

   T 11( ) ln ( )
2i i i i i ig x x m Σ x m P ω c      · i=1,…, q

1
ln(2 ) ln

2 2i i
q

c π Σ    
 

Η μορφή αυτή είναι  γενικά μη γραμμική τετραγωνική.  Οι 
επιφάνειες διαχωρισμού που ορίζονται από τις εξισώσεις,

gi(x) ‐ gj(x)=0
(όχι όμως για όλα τα ζεύγη i, j) είναι γενικά
υπερτετραγωνικές μορφές (υπερελλειψοειδή κλπ).
Για καλύτερη κατανόηση ας δούμε τις περιπτώσεις κατά
σειρά πολυπλοκότητας.
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1.  Σi=σ2Ι  (στατιστική ανεξαρτησία χαρακτηριστικών, ίση διασπορά)
Τα δείγματα κείνται σε ίσες υπερσφαίρες και οι επιφάνειες 
απόφασης είναι υπερεπίπεπεδα διάστασης q‐1

q=1

q=2
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q=3

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι 4‐διάστατη εδώ.
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Στη περίπτωση αυτή η gi(x) για,
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2.  Σi=Σ

T
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1 T 1
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1, ln ( )
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g x w x w

w Σ m w m Σ m P ω 

 

   

T
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1 1, ln ( )
2i i i i i iw m w m m P ω

σ σ
   

Τα χαρακτηριστικά σε υπερελλειψοειδή ίδιου μεγέθους. 
Οι επιφάνειες απόφασης υπερεπίπεδα:

Συγκρίνετε με:
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gi(x) ‐ gj(x) = wT(x‐x0) 
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3.  Σi αυθαίρετο 

T T
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Οι επιφάνειες απόφασης μη γραμμικές, τετραγωνικές:

Συγκρίνετε με:
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Η ελαχιστοποίηση της πιθανότητας λάθους μπορεί να μην είναι το
κατάλληλο κριτήριο σε κάποιες περιπτώσεις, αφού υπονοεί ότι όλα τα
λάθη έχουν την ίδια βαρύτητα.
Αν αυτό δεν ισχύει, η θεωρία που παρουσιάστηκε μπορεί εύκολα να
επεκταθεί για να καλύψει περιπτώσεις όπου κάποια λάθη έχουν
σοβαρότερες επιπτώσεις από άλλα.
Έστω cki το κόστος (ζημία) της κατάταξης ενός αντικειμένου στη
(λάθος) κλάση i, ενώ η σωστή είναι k. Ο πίνακας των στοιχείων cij
καλείται πίνακας κόστους.

Bayes ελαχίστου ρίσκου



Ταξινομητές BayesΤαξινόμηση με επίβλεψη
Στατιστικές μέθοδοι

Α. Πουλιέζος, Τμήμα Μαθηματικών ΑΠΘ, ΜΔΕ Αναγνώριση προτύπων   2/ 24

 
1 1

( ) d
i

q q

ki k k
i kR

r c p x ω P ω x
 

 
  

 
 

1 1

( ) ( ) ( ) ( ),
q q

ki k k kj k k
k k

c P ω p x ω c P ω p x ω j i
 

   

Το συνολικό κόστος σ’ αυτή τη περίπτωση είναι,

ενώ ο βέλτιστος κανόνας:

: :id x ω

(η περίπτωση αυτή περιλαμβάνει και τα προηγούμενα).
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Η πραγματικότητα  είναι λίγο πιο πολύπλοκη από τη θεωρία.  Για να 
εφαρμόσουμε σωστά τα προηγούμενα πρέπει κατ’ αρχήν να 
εξακριβώσουμε αν τα δεδομένα μας ακολουθούν κανονική κατανομή 
και στη συνέχεια να εκτιμήσουμε τις παραμέτρους της.
Αν αυτό δεν ισχύει, μπορούμε είτε να χρησιμοποιήσουμε άλλη 
μεθοδολογία (που θα δούμε στη συνέχεια) είτε να προχωρήσουμε, 
αγνοώντας το γεγονός αυτό. 

Πρακτικά θέματα
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Δοκιμασία κανονικότητας

Η δοκιμασία κανονικότητας έχει μελετηθεί εξονυχιστικά και στη 
βιβλιογραφία αναφέρονται πλήθος δοκιμασιών, τόσο για 
μονοδιάστατες όσο και για πολυδιάστατες κατανομές.
Το γεγονός αυτό δείχνει ότι το πρόβλημα, αν και εκ πρώτης όψεως 
φαίνεται απλό, δεν έχει λυθεί ικανοποιητικά.  Μια καλή ανασκόπηση 
των μεθόδων υπάρχει στη δημοσίευση:
Henze N., “Invariant tests for multivariate normality: a critical review”, 
Statistical Papers, 43:467‐506, (2002).
Από τη πληθώρα των δοκιμασιών επιλέγω αυτό που βασίζεται στην 
ασυμμετρία (=0) και κύρτωση (=3) της  κανονικής κατανομής. 
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Η ασυμμετρία ορίζεται ως,

     
   

3
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3
3

1

2

κX μ
γ E

σ κ

και όπως είναι προφανές  είναι μέτρο της ασυμμετρίας μίας κατανομής.
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Εφ’  όσον αποφασίστηκε ότι οι εμπλεκόμενες κατανομές είναι 
κανονικές, το επόμενο βήμα είναι η εκτίμηση των παραμέτρων 
τους, δηλαδή της μέσης τιμής μi και συνδιασποράς Σi για κάθε 
κλάση.  Η πλέον ενδεδειγμένη μέθοδος για τη διαδικασία αυτή 
είναι της μέγιστης πιθανοφάνειας.  Έστω,

Ν ανεξάρτητα δείγματα από μία κλάση, και

η  συνάρτηση πιθανοφάνειας του θως προς το x. Ορίζουμε ως 
εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας, την,

Εκτίμηση παραμέτρων
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Χρησιμοποιήθηκε η ιδιότητα των συμμετρικών πινάκων:
xTAx = tr(xTAx) = tr(AxxT)

Για ελάχιστο:  
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Από τη πρώτη:

 Τ
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Ενώ από τη δεύτερη:
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Οι εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας έχουν επιθυμητές 
ιδιότητες, αλλά ασυμπτωτικά ( ) , πχ αμεροληψία.N
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Υποδείγματα μίξης
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Η προσέγγιση αυτή, που χρησιμοποιείται επίσης και σε 
προβλήματα χωρίς επίβλεψη, συνίσταται στην υπόθεση ότι τα 
δεδομένα παράγονται από ένα άθροισμα (μίγμα) άγνωστων, ως 
προς τις παραμέτρους (αλλά γνωστών ως προς το τύπο, π.χ. 
κανονικές) κατανομών με τυχαία ποσόστωση.  Δηλαδή, 
υποθέτουμε,
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Παράδειγμα: παραγωγή 100 σημείων από μίγμα των παρακάτω 
κανονικών, με P1=0,8  P2=0,2. Δηλαδή,

1 1 2 2( ) 0,8 ( , ) 0,2 ( , )p x x μ Σ x μ Σ    
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Ας εκφράσουμε το πρόβλημα σε όρους μέγιστης 
πιθανοφάνειας.  Δοθέντων δεδομένων, 

1 2 και  , ,..., jθ P P P

 1 2, ,..., NX x x x

1, ,...,
max   ( ; , ,..., )

i j

N

k i jkθ P P
Π P x θ P P


ζητείται η εύρεση των,

μέσω της λύσης της,

Η δυσκολία έγκειται στο ότι οι «ετικέτες» j δεν είναι 
γνωστές.
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Το πρόβλημα λύνεται μέσω του αναδρομικού αλγορίθμου 
Αναμενόμενης τιμής‐Μεγιστοποίησης (ΕΜ).
Ο αλγόριθμος πρωτοχρησιμοποιήθηκε για προβλήματα με 
ελλιπή δεδομένα, και προσαρμόστηκε στο συγκεκριμένο 
ζήτημα.
Πλήρη δεδομένα:

Ελλιπή δεδομένα:

( , ),   1,2,...,k kx j k N
,   1,2,...,kx k N
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Διάνυσμα αγνώστων:

Βήμα Ε:

0,   0,     1,2,...,k
jk

Q Q
j J

θ P
 

  
 

Βήμα Μ:
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Για παράδειγμα, αν οι εμπλεκόμενες κατανομές είναι κανονικές:
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Βήμα Ε:

Βήμα Μ:
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Πρακτικά:

Το j δεν το ξέρουμε.  Στην αναγνώριση με επίβλεψη, το 
σύνολο εκμάθησης μπορεί να μας βοηθήσει.
Ξεκινάμε την επανάληψη με κατάλληλη αρχική εκτίμηση 
θ(0)  (                ).
Σταματάμε την επανάληψη όταν                                   , για 
κατάλληλη νόρμα και ε. 
Ο αλγόριθμος συγκλίνει πάντα σε (τοπικό;) μέγιστο της 
συνάρτησης πιθανοφάνειας.
Συνιστώσες με P i<δ μπορούν να παραλειφθούν σε 
επόμενα βήματα.

1jP 
( ) ( 1)θ t θ t ε  
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900 σημεία από ομοιόμορφη κατανομή εντός δακτυλίου ακτινών 1, 2.
30 κανονικές με μέσες τιμές τυχαία σημεία του δείγματος και διαγώνιες συνδιασπορές 
με διασπορά πολύ μεγαλύτερη του δείγματος
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Α. Πουλιέζος, Τμήμα Μαθηματικών ΑΠΘ, ΜΔΕ Αναγνώριση προτύπων 3/ 18

Αρχική:

Τελική:

Πραγματική:  P=0,8

©Theodoridis, Koutroumbas
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Aν τα δεδομένα μας δεν ακολουθούν κανονική κατανομή 
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μη παραμετρικές μεθόδους για 
την εκτίμηση των εμπλεκομένων συναρτήσεων. 
(μπορούμε βέβαια να χρησιμοποιήσουμε τις μεθόδους που 
ακολουθούν ακόμη και για κανονικές κατανομές). 
Οι τεχνικές αυτές βασίζονται εν πολλοίς στην προσέγγιση 
άγνωστων συναρτήσεων πυκνότητας κατανομής από 
ιστογράμματα.

Εισαγωγή
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όπου V ο όγκος που περιβάλλει το R. 
Επίσης, η πιθανότητα το δείγμα x να περιέχεται σε κάποια περιοχή
προσεγγίζεται από το λόγο συχνότητας,

P(xR) ≈ k / N
όπου k είναι το πλήθος των δειγμάτων που περιέχονται στην 
περιοχή και Ν το συνολικό πλήθος.  Επομένως,

Η ιδέα στην οποία βασίζονται όλοι οι αλγόριθμοι είναι:
Η πιθανότητα του διανύσματος x, που ακολουθεί τη κατανομή 
p(x), να ανήκει στο σύνολο R, είναι,  

( ) ( )d ( )
R

P x R p x x p x V   

p(x)V≈k/N ή p(x) ≈ k/NV
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Η προσέγγιση βελτιώνεται όσο μεγαλώνει το πλήθος Ν και 
συρρικνώνεται ο όγκος V. Στη πράξη το Ν είναι δεδομένο, άρα 
θεωρητικά θα μπορούσαμε να μειώσουμε το V.  Όμως αυτό δε 
μπορεί να γίνει γιατί στο τέλος το R θα είναι τόσο μικρό που δεν 
θα περιέχει δείγματα της κατανομής.  Επομένως,  το V πρέπει να 
είναι,

1. Αρκετά μεγάλο ώστε να περιέχει αρκετά 
παραδείγματα από τη κατανομή.

2. Αρκετά μικρό ώστε η p(x) να είναι σταθερή στο 
R.
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ˆ( )
k

p x
NV


Συνοψίζοντας,

όπου,
V o όγκος της περιοχής γύρω από το x
N το συνολικό πλήθος δειγμάτων
k το πλήθος των δειγμάτων εντός του V.
Δύο προσεγγίσεις:
1. Προκαθορίζουμε το V και εκτιμάμε το k από τα δεδομένα: 

εκτίμηση πυκνότητας πυρήνα (KDE).
2. Προκαθορίζουμε το k και εκτιμάμε το V από τα δεδομένα: 

k πλησιέστερος γείτονας (k‐NN).
Αποδεικνύεται ότι και στις δύο περιπτώσεις η πραγματική 
σππ προσεγγίζεται καθώς το Ν∞, αν ο όγκος V
συρρικνώνεται και το k αυξάνεται.
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5

1
1

( ) 2
0

x
φ x

αλλιώ ς

  


Ορίζουμε τη συνάρτηση πυρήναως,

Η                          είναι 1 για κάθε σημείο xi μέσα 

στον υπερκύβο πλευράς h και κέντρο το x
και μηδέν αλλού.

 
 
 

ix x
φ

h

1.  KDE

γνωστή και ως παράθυρο Parzen.
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1

N
i

i

x x
k φ

h

   
 



Το πλήθος των σημείων εντός του υπερκύβου είναι,

1ˆ( )

N
i

i
q

x xφ
k hp x
NV Nh



 
 
  


Άρα,

q = διάσταση υπερχώρου (χαρακτηριστικών).
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όπου   είναι το μέσο της περιοχής.x̂

1ˆ ˆ( ) ,
2

k h
p x x x

h N
  

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

5

10

15
SS 1 L Cepstrum maximum 16.64 27.59 33.41

0

1.0352

Μονοδιάστατα χαρακτηριστικά: 
χωρίζουμε τον άξονα σε περιοχές 
(bins) εύρους h. Τότε,
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 ( ) 0,    ( )d 1
x

φ x φ x x

Πρόβλημα: η p(x) πρέπει να είναι συνεχής ενώ η φ(x) όπως έχει 
ορισθεί ασυνεχής.
Λύση:  συναρτήσεις φ(x) γνωστές ως παράθυρα Parzen που να 
ικανοποιούν

Συνηθέστερη περίπτωση είναι συμμετρικές, unimodal κατανομές 
όπως η πρότυπη κανονική,



  
   

 


T

/2 2
1

( ) ( )1 1 1ˆ( ) exp
(2 ) 2

N
i i

q q
i

x x x x
p x

h N π h

 
  

 

T

/2

1
( ) exp

(2 ) 2q

x x
φ x

π
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Δηλαδή, η άγνωστη σππ προσεγγίζεται  ως ο μέσος όρος N
κανονικών συναρτήσεων, που κάθε μία από αυτές έχει ως κέντρο 
ένα διαφορετικό σημείο του συνόλου εκπαίδευσης.

Η άγνωστη σππ
προσεγγίζεται  ως ένα 
σύνολο «λοφίσκων».   Το h
παίζει το ρόλο παράγοντα 
εξομάλυνσης.
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Μικρό h: μυτερές 
κατανομές, 
δύσκολη ερμηνεία

Μεγάλο h:  
υπερεξομάλυνση
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Μειώνοντας το h (με Ν σταθερό), αυξάνεται η διασπορά!

h=0,8· N=1000h=0,1· N=1000 h=0,1· N=10000

Αυξάνοντας το Ν (με h σταθερό), μειώνεται η διασπορά και 
αυξάνει η ακρίβεια.

©Theodoridis, Koutroumbas
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Πως εκτιμούμε το «βέλτιστο» h;
Θεωρώντας ως κριτήριο το μέσο τετραγωνικό σφάλμα εκτίμησης 
της σππ,

   22ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) var( ( ))
διασποράbias

E p x p x E p x p x p x      

Η μεροληψία είναι το συστηματικό σφάλμα της εκτίμησης.
Η διασπορά είναι το τυχαίο σφάλμα.
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Μεγάλο h ελαττώνει τις διαφορές μεταξύ των εκτιμήσεων σε 
διαφορετικά σύνολα εκμάθησης (διασπορά), αλλά αυξάνει την 
μεροληψία.
Μικρό h, έχει το αντίθετο αποτέλεσμα.
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h*=1,06 σ Ν‐1/5

Η «εύλογη» προσέγγιση της προσομοίωσης δεν αποδίδει σε 
προβλήματα πολλών διαστάσεων.  Αν υποθέσουμε ότι η 
πραγματική κατανομή είναι κανονική, και χρησιμοποιήσουμε 
κανονικούς πυρήνες τότε αποδεικνύεται ότι,
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Υπάρχουν κάποια «προβληματάκια» σε χαρακτηριστικά πολλών 
διαστάσεων, καθώς το h είναι κοινό σε κάθε διάσταση.  Μία λύση 
είναι η «προλεύκανση» (pre‐whitening) των δεδομένων, δηλαδή ο 
μετασχηματισμός τους έτσι ώστε Σ=Ι.  Ο μετασχηματισμός αυτός 
είναι,

y=Λ‐1/2ΜΤx
όπου Λ καιΜ είναι οι πίνακες ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων του Σ.
Εναλλακτικά μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε, γινόμενο πυρήνων

1 11

1 1ˆ( )
qN

i

i jq j

x x
p x φ

N h h h 

          
 

Λευκή διαδικασία: έχει την ίδια ισχύ σε όλες τις συχνότητες όπως το λευκό φως.
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Η μέθοδος των πλησιέστερων γειτόνων
1.  “Ογκομετρικός» ταξινομητής 

ˆ( )
( ) ( )q

q k

k k
p x

NV x Nc R x
 

Στη μέθοδο αυτή, επιλέγουμε μία τιμή για το k (πλήθος σημείων) 
και  αυξάνουμε την περιοχή γύρω από το σημείο x μέχρι να 
περικλείσει k δεδομένα.

cq : όγκος υπερσφαίρας ακτίνας 1 σε q
διαστάσεις (c3=4π/3)

: απόσταση του σημείου x από 
τον k‐οστό πλησιέστερο γείτονα του
( )kR x
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2

1
2

 άρτιος
!

2
1 !

22  περιττός
!

q

q

q

q

q q

π
r q

q

V
q

r π q
q






      
 

   



Όγκος υπερσφαίρας q διαστάσεων, ακτίνας r :
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Η μέθοδος αυτή έχει διάφορα μειονεκτήματα:
 Η εκτίμηση έχει ασυνέχειες (λόγω της R(x))
 Δεν είναι αυστηρά κατανομή γιατί το ολοκλήρωμα της 
αποκλίνει.

Παρ’ όλ’ αυτά, αποδεικνύεται ότι συγκλίνει στη πραγματική καθώς 
το k∞, N∞, k/N0 .
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(διτροπική κανονική)
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k=10, N=200
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Χρήση των k‐NN, στην αναγνώριση προτύπων

: ( )i ix ω P ω x max

( ) ( )
( )

( )
i i

i

p x ω P ω
P ω x

p x
ˆ( )

( ) ( )q
q k

k k
p x

NV x Nc R x
 

ˆˆ( ) ( ) ( )
( )

i

i i
i i i q

i q k

k N
P ω x p x ω P ω

N c R x N
 

:
( )

i

i
i q

k

k
x ω

R x
 max, ή 1
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Δηλαδή:
 υπολογίζουμε την απόσταση d του υπό ταξινόμηση 
χαρακτηριστικού x από όλα τα σημεία του συνόλου 
εκμάθησης

 Υπολογίζουμε τους όγκους Vi(x) του υπερστερεού
με κέντρο το x που περιέχει τα εγγύτερα k σημεία 
από την ωi

 Ταξινομούμε το x στη κλάση i με τη μικρότερη 
ακτίνα

(ισχύουν για ίδια ki – δεν είναι απαραίτητο)
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Η μέθοδος των πλησιέστερων γειτόνων
2. «Ψηφοφορικός» ταξινομητής

Η μέθοδος αυτή εμπνέεται από την έννοια των πλησιέστε‐
ρων γειτόνων, αλλά δεν μπορεί να συμπεριληφθεί στην 
κατηγορία των προσεγγίσεων κατανομών:
 Δεδομένου νέου x, προσδιορίζουμε τα k

«πλησιέστερα»
 Από αυτά τα k προσδιορίζουμε τα ki που ανήκουν 
στις ωi

 Ταξινομούμε το x στην κλάση για την οποία ki max
• Απλούστερη περίπτωση k=1 (1NN): κανόνας του 

πλησιέστερου γείτονα
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Ο απλός αυτός ταξινομητής έχει εντυπωσιακή απόδοση:

 Σχεδόν βέλτιστος καθώς Ν∞ 

PB(e) < P1NN(e) <                                   < 2PB(e)

PB(e): πιθανότητα σφάλματος βέλτιστου Bayes

 Αυξανομένου του k, βελτιώνεται η απόδοση

2 ( )
1 B

q
P e

q




2 ( )
( ) ( ) ( ) N N

B k N N B
P e

P e P e P e
k
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Σχόλια:
Σε μικρά δείγματα μεγάλα k πιθανόν να συμπεριφέρονται 
χειρότερα από μικρότερα
Η εξαντλητική αναζήτηση γειτόνων είναι της τάξης (kN)2.
Πιθανή αντιμετώπιση με την υιοθέτηση 
αποτελεσματικών μεθόδων αναζήτησης
Η απόδοση φθίνει δραματικά μειούμενου του Ν.  Πιθανή 
αντιμετώπιση η χρήση βελτιστοποιημένων μέτρων 
απόστασης.
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Στατιστικές μέθοδοι

Ευκλείδεια απόσταση, k=5, imax=1
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Στους ταξινομητές Bayes συναντήσαμε επιφάνειες 
(συναρτήσεις) διάκρισης της μορφής,  

T
0

1 T 1
0

( )
1

, ln ( )
2

i i i

i i i i i i

g x w x w

w Σ m w m Σ m P ω 

 

   

στη περίπτωση που Σ=Σ i . Δηλαδή γραμμικές.
Το αποτέλεσμα αυτό μπορούμε να το χρησιμοποιήσου‐
με ανεξάρτητα από τις υποκείμενες κατανομές, με 
σκοπό τη κατασκευή υποβέλτιστων μεν, αλλά απλών
και υπολογιστικά ελκυστικών ταξινομητών.
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Το πρόβλημα:
Δοθέντος ενός συνόλου εκπαίδευσης,

S={x ( i ) ,  y i} , i=1 ,  …,  N
να βρεθούν βάρη,

wi,   i=0,  …,  q
της (γραμμικής ως προς x) συνάρτησης,

g (x )=w Tx+w0
έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το κριτήριο απόδοσης,

J (w,y i)
(στην ουσία να ταξινομούνται «σωστά» οι κλάσεις)
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Λύση 1

Λύση 2

Το πρόβλημα μπορεί να έχει πολλές ή καμία λύση.
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Διφορούμενη περιοχή 
M(M‐1)/2 ταξινομητές

ΟΚ

g1=g2=g3
W3

g1=g2

g1=g3

g3=g2

W1

W2
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Έστω ένα πρόβλημα δύο κλάσεων με δύο χαρακτηριστι‐
κά (Μ=2, q=2).  Τότε η γραμμική συνάρτηση διάκρισης,

T
0 1 1 2 2 0( )g x w x w w x w x w    

T T
0 0

T

(1) (2) 0

( (1) (2)) 0,    (1), (2)
(αλλιώς  ( ) 0)

w x w w x w

w x x x x
w x p

    

  
 

ορίζει μία ευθεία στο επίπεδο (η εξίσωση αυτή είναι η 
γενική μορφή της ευθείας).  Αν x(1), x(2) κείνται επί της 
ευθείας αυτής,  
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0

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

( ) (0)
,  

g x g w
z d

w w w w w w
  

  

6

T
0( ) 0g x w x w  Επομένως το w είναι κάθετο στην ευθεία
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Έστω το υπερεπίπεδο Π στο 
Rn που περιγράφεται από την 
εξίσωση (x ‐p ) .n=0 .   Τότε η 
απόσταση σημείου Q από το Π
δίνεται από τη σχέση,
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Έστω x=[α β],
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Η επίλυση του συγκεκριμένου προβλήματος γίνεται με 
πολλούς τρόπους, που διαφοροποιούνται επίσης ανάλογα 
και με το κριτήριο βελτιστοποίησης.  Κάποιοι χρησιμο‐
ποιούν δομές τεχνητών νευρωνικών δικτύων (ΑΝΝ: 
artificial neural networks), και θα περιγραφούν σε επόμενη 
ενότητα.
Η συνήθης προσέγγιση είναι να επιλυθεί το πρόβλημα στη 
περίπτωση δύο κλάσεων, και στη συνέχεια να γενικευθεί.  
Η γενίκευση οδηγεί στην επίλυση M προβλημάτων δύο 
κλάσεων.
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1.  Ελάχιστα τετράγωνα σφάλματος ταξινόμησης (MSE)

Πιο συνοπτικά,
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Ο  καλείται ψευδοαντίστροφος Moore‐Penrose, και 
είναι μία γενίκευση του αντιστρόφου για μη τετραγωνι‐
κούς πίνακες (προφανώς ισχύει αν ο (Χ ΤΧ ) ‐ 1 υφίσταται)

  0,1iy
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Παράδειγμα:
(Θεοδωρίδης)
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Οι κλάσεις δεν είναι γραμμικά διαχωρίσιμες !
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Ο αλγόριθμος MSE είναι απλός, και δίνει πάντα 
αποτέλεσμα, αλλά έχει ένα μειονέκτημα: δεν εξασφαλίζει
τον γραμμικό διαχωρισμό  όταν οι κλάσεις είναι γραμμικά 
διαχωρίσιμες.  Το εμπόδιο αυτό υπερπηδάται μέσω του 
αλγορίθμου Ho‐Kasyap:
Στο παράδειγμα είδαμε ότι τα yi είναι {1, ‐1}, επιλογή εν 
πολλοίς αυθαίρετη.  Η ιδέα του αλγόριθμου Ho‐Kasyap είναι 
ότι αν οι κλάσεις είναι  γραμμικά διαχωρίσιμες τότε 
υπάρχουν w και y τέτοια ώστε,

Xw=y>0
(όπου αρνητικά Χ έχουν αλλάξει πρόσημο).
Επομένως λύνουμε το πρόβλημα ελαχιστοποίησης του 
κριτηρίου απόδοσης ως προς (w, y).
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Άρα πρέπει να λύσουμε το σύστημα:

με y>0 .
Αν  μπορέσουμε να βρούμε μία εφικτή λύση για τη πρώτη 
εξίσωση, τότε από τη δεύτερη:

†ˆ ˆw X y
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ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]Jy k y k η k y k η k Xw y
y


     


Υιοθετώντας προσέγγιση καθόδου προς τη κατεύθυνση της 
παραγώγου (gradient descent), θα επιλέγαμε:

αλλά επειδή y>0 μηδενίζουμε τις αρνητικές συνιστώσες του 
αριστερού μέλους:
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Παρατηρήσεις:
1. Ο αλγόριθμος πάντα συγκλίνει,

(όταν                   ή  e (k )>0).
2. Ο ψευδοαντίστροφος (που ίσως έχει μεγάλη διάσταση) 

υπολογίζεται άπαξ.
3. Ο αλγόριθμος επισημαίνει τη μη διαχωρισιμότητα, 

(όταν e (k )>0) .
4. Η παράμετρος η (k ) (ρυθμός εκμάθησης) συνήθως 

επιλέγεται σταθερή.

( )e k ε
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x(1)

x(
2)

Ho‐Kasyap
η(k) = 0,5
9829 επαναλήψεις
ε = 10‐7

 Tˆ 1,29 2,15 13,18HKw  

 Tˆ 1,01 0,15 16,49 17,78 8,45 6,3 2 2HKy 

 Tˆ 0,075 0,2 1,19MSw  
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Πολλές κλάσεις ( > 2)

 

 
          
 
 

 


,

1

2( ) ,  = 0 1 0  
i i mx M y

i

N

y
y

Y N M y

y

Ένας απλός τρόπος επέκτασης των αλγορίθμων σε προβλή‐
ματα πολλών κλάσεων, είναι η κατάτμηση σε Μ προβλήμα‐
τα 2 κλάσεων (κάθε κλάση έναντι των υπολοίπων).
Ο καλύτερος τρόπος να προσεγγίσουμε το πρόβλημα είναι 
να κατασκευάσουμε έναν πλήρη ταξινομητή, ακολουθώ‐
ντας τα προηγούμενα βήματα, με μόνη διαφορά ότι το 
διάνυσμα y γίνεται πίνακας Y με στοιχεία,
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T 1 T

†

ˆ ( )W X X X Y

X Y

Ο δε πίνακας των βαρών δίδεται από την ίδια σχέση:

      
T

0 0 0k j k jw w x w w

Τα (υπερ)επίπεδα διαχωρισμού περιγράφονται από την 
εξίσωση:

      T1
( ) tr

2
J w XW Y XW Yκαι το κριτήριο:
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W =
-0.0011   -0.0943    0.0955
0.1193   -0.0544   -0.0649

-0.1178    1.0608    0.0569
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Το ελάττωμα της μη τέλειας ταξινόμησης, ακόμη και όταν τα δεδομένα 
είναι γραμμικά διαχωρίσιμα, ισχύει και στη περίπτωση αυτή.

Στη δημοσίευση,

T. L. Teng and C. C. Li, “ON A GENERALIZATION OF THE HO‐KASHYAP ALGORITHM
TO MULTI‐CLASS PATTERN CLASSIFICATION”, Proceedings of the 3rd Annual 
Princeton Conference on Information Sciences and Systems, 1969.

προτείνεται μία γενίκευση του αλγορίθμου Ho-Kasyap στις περιπτώσεις πολλών 
κλάσεων.
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2. Μηχανές διανυσμάτων στήριξης (SVM)
1. Γραμμικά διαχωρίσιμες κλάσεις

Στις μηχανές διανυσματικής στήριξης η 
ποσότητα που βελτιστοποιείται είναι 
το «περιθώριο», δηλαδή η απόσταση 
από το εγγύτερο σημείο κάθε κλάσης.
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Στην εξίσωση της επιφάνειας διάκρισης,
g (x )=w Tx+w 0

w είναι η διεύθυνση και w0 η θέση.
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 Τα δεδομένα του προβλήματος:
g (x )>0   όταν το x  ω 1 ,    y=1
g (x )<0   όταν το x  ω2 , y= ‐ 1

g (x )=0 ορίζει την επιφάνεια διάκρισης

Επομένως για κάθε σωστά ταξινομημένο πρότυπο,
y ig (x i)>0

Η απόσταση του x από το επίπεδο είναι,

 0( ) ( )
 =

T
ii i i i

y w x wg x y g x
d

w w w
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  0min T
iii

y w x w
m

w




Το περιθώριο ορίζεται ως η κάθετη απόσταση από το 
εγγύτερο x i ,

Επομένως αναζητούμε το, 

   
0

1
0

,
argmax min T

iiiw w
w y w x w 

Πολλαπλασιάζοντας τα w, w0 έτσι ώστε, 

 
min

min
0 1T

ii
y w x w 

απλοποιεί το πρόβλημα, 
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0 0

2

, ,

1argmax argmin
w w w w

w
w



 0 1T
ii

y w x w 

ενώ όλα τα σημεία ικανοποιούν την, 

Στη διαδικασία της βελτιστοποίησης θα υπάρχει 
τουλάχιστον ένα σημείο που να ικανοποιεί την 
ισότητα (δύο τουλάχιστον στο τέλος).  Τα σημεία 
αυτά καλούνται ενεργά, αλλιώς ανενεργά. 
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 0 1       =1,..., T
ii

y w x w i N 

Καταλήγουμε δηλαδή στο ακόλουθο μη γραμμικό 
(τετραγωνικό) πρόβλημα μεγιστοποίησης υπό Ν
περιορισμούς:

0

2

,
min
w w

w

Το πρόβλημα αυτό έχει τοπικό ελάχιστο που είναι και 
ολικό, λόγω της κυρτότητας της συνάρτησης υπό 
μεγιστοποίηση και τους Ν γραμμικούς περιορισμούς.
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* * * * *

1 1

( ) ( ) ( ) 0
r m

i i
i i

f x λ h x μ g q
 

      
*

*

*

* *

( ) 0 1, ...,

( ) 0 1, ...,

0 1, ...,

( ) 0 1, ...,

j

l

j

j j

g x j m

h x l r

μ j m

μ g x j m

 

 

 

  

.

.

.

.

min ( )

( ) 0 1, ...,

( ) 0 1, ...,
l

j

f x

h x l r

g x j m

 

 

.

.

Βελτιστοποίηση συναρτήσεων υπό περιορισμούς

1 1

( , , ) ( ) ( ) ( )
r m

i i i i
i i

x λ μ f x λ h x μ g x
 

   

Συνθήκες Karush‐Kuhn‐
Tucker (KKT)

Langrangian

συμπληρωματική χαλαρότητα

ελαχιστοποίηση

μη αρνητικά
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Η δυϊκή διατύπωση

( , ) max ( , , )
X

λ μ x λ μ 

,
max ( , ),    , 0
λ μ

λ μ λ μ 
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1

0
N

i i i
i

w λ y x
w 


  

 

10

0 0
N

i i
i

λ y
w 


  

 

31

0,  1,  2,  ...,  iλ i N 

T
00 ( ) 1 ,  1,  2,  ...,  i i iλ y w x w i N

λ
       


Επομένως: συνθήκες ακρότατων επί της Λαγκρανζιανής,

 T T
0 0

1

1
( ,  ,  )

2

N

i i i
i

w w λ w w λ y w x w


   

και :
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* *
0max ( , , )

λ
w w λ

1

0, 0
N

i i
i

λ y λ


 

Δυϊκή διατύπωση:

υπό τους περιορισμούς:

T

1

1
max

2

N N

i i j i j i jλ
i ij

λ λ λ y y x x


 
 

 
 

1

0, 0
N

i i
i

λ y λ


 

Αντικαθιστώντας ταw, w0 :

υπό τους περιορισμούς:
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Το πρόβλημα αυτό είναι επίσης δύσκολο, αλλά υπόκειται σε 
περιορισμούς ισότητας, γεγονός που καθιστά την επίλυση 
του ευκολότερη από του αρχικού.  Αφού υπολογίσουμε τα λ, 
τα w, w0 βρίσκονται από τις σχέσεις του αρχικού 
προβλήματος,  

0
1

  ( ,  ,  λ) 0
N

i i i
i

w w w λ y x
w 


  

 

T
0

0

( ) 1 0,  1,  2,  ...,  

1

i i i

i s s s
s

λ y w x w i N

w y λ y x
N

      
   
 

 

Τα x που προκύπτουν από μη μηδενικά λ καλούνται 
διανύσματα στήριξης.
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SVM‐μέθοδος Platt
ε = 10‐10, 24328 επαναλήψεις

1 6 1 0
7 2 1 2,72
8 9 1 0
9 9 1 0

, ,
2 1 1 0
2 2 1 0
2 4 1 0,24
7 1 1 2,48

SVMΧ y λ

     
     
     
     
     
       
     
          
     
     

     

   01,2 2 , 11,4

2περιθώριο 0,86

SVMw w

w
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1
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9
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Πιο όμορφο σχήμα μέσω της 
• svcplot_book(X,y,'linear',0,0,lamda,-w0)

(Θεοδωρίδης)
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Ταξινόμηση
Ας μη ξεχνάμε ότι τελικός στόχος είναι η ταξινόμηση 
νέων δεδομένων.  Έτσι για νέο σημείο z, υπολογίζουμε,

yz=w Tz+w 0

αν y z>0 ταξινομούμε το z στη 1η κλάση, αλλιώς στη 
2η.
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Σχόλια
Η επίλυση του προβλήματος της κυρτής βελτιστοποί‐
ησης υπό περιορισμούς δεν είναι απλή υπόθεση.  
Έχουν προταθεί και υλοποιηθεί πολλοί επαναληπτικοί 
αλγόριθμοι, καθώς δεν υπάρχει αναλυτική λύση.  Η 
διάσταση του προβλήματος είναι ανάλογη της 
διάστασης Ν των δεδομένων.
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Ιστορικό
Οι μηχανές διανυσματικές στήριξης έχουν τις ρίζες τους 
στη στατιστική θεωρία μάθησης των Vapnik‐Chervonenkis
().  Η θεωρία αυτή εξετάζει τη πολυπλοκότητα των 
διαφόρων προτύπων σε σχέση με την ελαχιστοποίηση 
της συνάρτησης προσδοκώμενου ρίσκου,

( ) ( ( ), )d ( , )R f C f x y p x y 
όπου C ( f (x ) ,  y )   είναι κάποια κατάλληλη συνάρτηση 
κόστους, πχ = ( f ( x ) ‐ y ) 2 .  Όμως η σππ p(x, y) δεν είναι 
συνήθως διαθέσιμη, οπότε ελαχιστοποιούμε το εμπειρικό 
ρίσκο,

 
1

1
( ) ( ),

N

emp i i
i

R f C f x y
N 
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Το εμπειρικό ρίσκο πλησιάζει στο αναμενόμενο καθώς το 
N αυξάνει, αλλά για λίγα δείγματα έχουμε πρόβλημα: η 
ικανότητα γενίκευσης είναι πτωχή.

Πως μπορούμε να βελτιστοποιήσουμε αυτή την ιδιότητα;  
Διαισθητικά, επιλέγοντας το απλούστερο υπόδειγμα που 
εξηγεί τα δεδομένα.  Εδώ υπεισέρχεται η διάσταση Vapnik‐
Chervonenkis (VC) :

Είναι μέτρο πολυπλοκότητας: μετρά το μέγιστο αριθμό 
παραδειγμάτων που μπορεί να εξηγηθεί από μία 
οικογένεια συναρτήσεων f (α ) .
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εμπιστοσύνη VC

2ln 1 ln
4

( ) ( )emp

N ηh
h

R f R f
N

              


όπου h η διάσταση VC της f (α ) ,  Ν>h .

(καθώς ο λόγος Ν /h μεγαλώνει, το διάστημα εμπιστοσύ‐
νης VC μικραίνει)

Πως υπεισέρχεται;  Αποδεικνύεται ότι η ακόλουθη ανισό‐
τητα ισχύει με πιθανότητα 1‐η:
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όπου R η ακτίνα της μικρότερης σφαίρας που περιέχει 
όλα τα δεδομένα. Άρα,

 μεγιστοποιώντας το περιθώριο m, ελαχιστοποιούμε τη 
διάσταση VC, h.

 ελαχιστοποιώντας το h, ελαχιστοποιούμε το άνω 
φράγμα του προσδοκώμενου ρίσκου (γιατί το 
εμπειρικό ρίσκο είναι μηδέν).

2

2min , 1R
h q

m
 

  
 

Δυστυχώς οι υπολογισμοί αυτοί είναι δύσκολοι έως 
αδύνατοι σε γενικά μη γραμμικά προβλήματα.  Σε γραμμικά 
διαχωρίσιμες κλάσεις όμως, και χρησιμοποιώντας λογική 
SVM, αποδεικνύεται ότι (Vapnik, 1998):
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2. Μηχανές διανυσμάτων στήριξης (SVM)
2.      Μη γραμμικά διαχωρίσιμες κλάσεις

T
0( ) 1i iy w x w 

T
00 ( ) 1i iy w x w  

T
0( ) 0i iy w x w 

Σε προβλήματα που οι κλάσεις δεν είναι γραμμικά 
διαχωρίσιμες, η θεωρία των SVM μπορεί να επεκταθεί ώστε 
να δώσει λύση.  Στη περίπτωση αυτή τα σημεία xi είναι 
τριών ειδών: 

1.  Σημεία εκτός περιθωρίου 
σωστά ταξινομημένα: 
2.  Σημεία εντός περιθωρίου 
σωστά ταξινομημένα: 

3.  Σημεία λάθος ταξινομημένα: 
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Και οι τρεις κατηγορίες περιγράφονται ομοίως από την : 

T
0( ) 1i i iy w x w ξ  

όπου τα ξi >0 είναι στην ουσία 
μεταβλητές χαλαρότητας (slack).  
Στόχος τώρα είναι η 
ελαχιστοποίηση της συνάρτησης,

1 0
( )

0 0
i

i
i

ξ
I ξ

ξ
 

   
 

1

( ) 1
N

i
i

Θ ξ I ξ


 

που μετρά τις εσφαλμένες ταξινομήσεις.
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2
0

1

1
( ,  ,  )

2

N

i
i

J w w ξ w C ξ


  

Με τη συνάρτηση αυτή (που δεν είναι διαφορίσιμη) το 
πρόβλημα αυτό δεν λύνεται για πολλά σημεία.  Αντ’ αυτού 
θα λύσουμε το προσεγγιστικό,

υπό τους περιορισμούς,

T
0( ) 1

0
i i i

i

y w x w ξ
ξ

  


όπου η σταθερά C παίζει το ρόλο αντιστάθμισης ανάμεσα 
στη πολυπλοκότητα (μικρά C) και την απόδοση (μεγάλα C)
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T
0

T
0

( ) 1 0

[ ( ) 1 ] 0
0

, , 0

i i i

i i i i

i i

i i i

y w x w ξ

λ y w x w ξ
μ ξ

μ λ ξ

   

   




Η ανάλογη Λαγκρανζιανή είναι,

 2
0 0

1 1 1

1
( , , ) 1

2

N N N

i i i i i i i
i i i

w w ξ w C ξ λ y x w ξ μ ξ
  

        

ενώ οι συνθήκες ΚΚΤ,
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Δυϊκό:
1

10

0

0 0

0

N

i i i
i

N

i i
i

i i
i

w λ y x
w

λ y
w

λ C μ
ξ






  




  



   












T
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Η μόνη διαφορά:

και αντικαθιστώντας:
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Χ λ

0

C  λιγότερα σφάλματα ταξινόμησης
λ i<C

Σημεία για τα οποία λ i>0 είναι 
διανύσματα στήριξης
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Επέκταση σε πολλές κλάσεις

Ισχύει κι εδώ ότι και στη περίπτωση της μεθόδου των 
ελαχίστων τετραγώνων.

Μία γενίκευση της μεθόδου για πολλές κλάσεις παρουσιά‐
ζεται στη δημοσίευση:

Koby Crammer, Yoram Singer,”On the Algorithmic 
Implementation of Multiclass Kernel‐based Vector 
Machines”, Journal of Machine Learning Research, 2: 265‐292 
(2001).
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(Φυσικός) νευρώνας

Είσοδος
Αξονικές διακλαδώσεις
άλλων νευρωνίων

Νευρικό Υγρό

Άξονας

Σώμα
Δενδρίτες

Αξονικές
Διακλαδώσεις

Έξοδος
Δενδρίτες

άλλων νευρωνίων

Σύναψη

-70 mV
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Νεογνό 3 Μηνών 2 Ετών

Υπάρχουν περίπου 31010 νευρώνες
στον ανθρώπινο εγκέφαλο.

Κάθε νευρώνας διαθέτει κατά
μέσο όρο 10000 συνάψεις
(εισόδους) και 500 συναπτικές
απολήξεις (εξόδους).

Το ανθρώπινο Κεντρικό Νευρικό
Συστημα αποτελείται από
περίπου 1015 συναπτικές
συνδέσεις.
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Björn Gambäck, Prof.,
NTNU, Trondheim
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Threshold Logic Unit (TLU)

Χωρίς εκμάθηση
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Τελεστής AND 
Διαχωριστής κλάσης
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 Με εκμάθηση. 
 Ψηφιακές είσοδοι
 Δεν συγκλίνει στη μη διαχωρισιμότητα
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φ: συνάρτηση κατωφλίου

κανών εκμάθησης:
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Ισχύει και για αναλογικές εισόδους
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14

SOM: self organizing map 
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k-διάστατος
υπόχωρος
εισόδου

i-διάστατος
υπόχωρος
εξόδου
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H‐O: hidden‐output 
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I‐H: input‐hidden
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Σταμάτημα
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Λήψη Εικόνας

Π αΠρο-επεξεργασία Τμηματοποίηση Αναπαράσταση Αναγνώριση

Ερμηνεία Γνωσιακή Βάση

Ύψος

Κείμενο

Χαρακτήρας

Αναγνώριση χαρακτήρων

Σπύρου Σπυρίδων ‐ Δρ Σ. Κ. Λεβέντης
Τ.Ε.Ι Πειραιά ‐ PeLAB
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Σκοπός
Αναγνώριση των 12 πρώτων κεφαλαίων χαρακτήρων του Ελληνικού αλφάβητου

Είσοδος
0 0 1 0 0

0 1 0 1 0

1 0 0 0 1

1 0 0 0 1

1 1 1 1 1

1 0 0 0 1

1 0 0 0 1

00100010101000110001111111000110001

Έξοδος
Οκταψήφια δυαδική αναπαράσταση σύμφωνα με το πρότυπο ΕΛΟΤ 928
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 Ψηφιοποιημένος
χαρακτήρας 

Δείγμα εισόδου Κωδικοποίηση ΕΛΟΤ 928
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Εκπαίδευση

Αποτελέσματα
Εξομοίωσης

Μέσο σφάλμα ανά εποχή: 1.15241
Σφάλμα τελευταίας εποχής: 0.337198

Μέσο σφάλμα ανά δείγμα τελευταίας εποχής: 0.0973406
Σύνολο εποχών: 794

Σύνολο δειγμάτων: 9528

1 Λειτουργία εκπαίδευσης
0.1 Ανέχεια σφάλματος

0.02 Ρυθμός μάθησης
0.07 Παράμετρος ορμής

0.5 Παράγοντας θορύβου
10000 Μέγιστος αριθμός εποχών

0 Παραγωγή ψευδοτυχαίων βαρών εκκίνησης
3 Πλήθος επιπέδων

35 Πλήθος στοιχείων εισόδου
5 Πλήθος κρυμμένων νευρωνίων
8 Πλήθος νευρωνίων εξόδου

0 0 1 0 0  0 1 0 1 0  1 0 0 0 1  1 0 0 0 1  1 1 1 1 1  1 0 0 0 1  1 0 0 0 1    1 1 0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 0  1 0 0 0 1  1 0 0 0 1  1 1 1 1 0  1 0 0 0 1  1 0 0 0 1  1 1 1 1 0    1 1 0 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1  1 0 0 0 0  1 0 0 0 0  1 0 0 0 0  1 0 0 0 0  1 0 0 0 0  1 0 0 0 0    1 1 0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0  0 1 0 1 0  0 1 0 1 0  1 0 0 0 1  1 0 0 0 1  1 0 0 0 1  1 1 1 1 1    1 1 0 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1  1 0 0 0 0  1 0 0 0 0  1 1 1 1 0  1 0 0 0 0  1 0 0 0 0  1 1 1 1 1    1 1 0 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1  0 0 0 0 1  0 0 0 1 0  0 0 1 0 0  0 1 0 0 0  1 0 0 0 0  1 1 1 1 1    1 1 0 0 0 1 1 0
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0 1 1 1 0  1 0 0 0 1  1 0 0 0 1  1 1 1 1 1  1 0 0 0 1  1 0 0 0 1  0 1 1 1 0    1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0  0 0 1 0 0  0 0 1 0 0  0 0 1 0 0  0 0 1 0 0  0 0 1 0 0  0 1 1 1 0    1 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1  1 0 0 1 0  1 0 1 0 0  1 1 0 0 0  1 0 1 0 0  1 0 0 1 0  1 0 0 0 1    1 1 0 0 1 0 1 0
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Παραδείγματα συνόλων δεδομένων

Quality control for household appliances by on‐line 
evaluation of mechanical defects.

1. MEDEA

Standards, Measurements and 
Testing (1/1/96‐31‐12‐98).

AEA (Applicazioni Elettroniche Avanzante
Srl.), Italy

MIT (Management Intelligenter
Technologien), Germany

CEA‐LETI‐DMITEC‐SIA (Commissariat à 
l’Energie Atomique), France

CSO‐MESURE (Capteurs et systèmes 
optiques de mesure), France

Universita degli Studi Ancona, 
Department of Mechanics, Italy

Technical University of Crete, Greece Ariston Dialogic (1000 rpm)
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Παραδείγματα συνόλων δεδομένων

Στόχος: διάγνωση ελαττωματικών πλυντηρίων με τη χρήση 
δεδομένων ταλάντωσης σε διάφορα σημεία.
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Παραδείγματα συνόλων δεδομένων

 

Ελεγκτής

Aισθητήρας 
Laser Doppler 

Vibrometer 

Κουτί συνδέσεων  

PC με πλακέτα DAQ  
AT-MIO-16E10 

της National Instruments 

PC με πλακέτα δικάναλου
αναλυτή FFT STAC SPTiwn 

Πλυντήριο

Μετρητική διάταξη
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Παραδείγματα συνόλων δεδομένων

Σημεία μέτρησης (11)

 Αριστερά  Μπροστά  Πίσω  Δεξιά 

04 0303

01

0208

05 0 603 

09
11 

10

πάνω

12



Α. Πουλιέζος, Τμήμα Μαθηματικών ΑΠΘ, ΜΔΕ Αναγνώριση προτύπων 5

Παραδείγματα συνόλων δεδομένων

Κλάσεις (3)

πλήθοςκωδικόςΚλάση
106zΧωρίς βλάβη
39bΒλάβη στο κινητήρα (ψήκτρα)
70dΒλάβη σε ρουλεμάν

gΒλάβη στη τροχαλία
hΒλάβη στον αποσβεστήρα
mΣφάλμα στα ελατήρια
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Παραδείγματα συνόλων δεδομένων

α/αΧαρακτηριστικόΕπιταχυνσιόμε
τροΦάση

1CepstrumMaximumγραμμικόΜεταβατική
2Envelope Maximum""
3Wavelet""
4Envelope Maximumγωνιακό"

5Short Time Frequency Analysis ‐
Window Energy value""

6Cepstrummaximum""

7RMSγωνιακόΣταθερή

8RMSΓραμμικό"

9CepstrummaximumLongitudinal"
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Παραδείγματα συνόλων δεδομένων

Χρήση περιστροφικής 
ταχύτητας για το καθορισμό 
περιοχής σταθερής κατάστασης
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Wavelet του μεταβατικού 
τμήματος

Δημιουργία χαρακτηριστικών
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Παραδείγματα συνόλων δεδομένων
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Παραδείγματα συνόλων δεδομένων
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Quadratic classifier class regions for data: iris

Setosa     
Versilcolor
Viginica   

IRIS 150 δεδομένα από τρία διαφορετικά είδη (κλάσεις): Setosa, 
Versicolor και Virginica. 
Για κάθε είδος 4 χαρακτηριστικά: μήκος σεπάλων, πλάτος σεπάλων, 
πλάτος πετάλων, μήκος πετάλων

setosa

versicolor

virginica
http://en.wikipedia.org/wiki/Iris_flower_data_set
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