
Ueber die Bedingungen, unter welchen eine Gleichung nur 
Wurzeln mit negativen reellen Theilen besitzt. 

Von 

A. HURWITZ in Ztirich. 

I i  

Auf Veranlassung meines verehrten Collegen, Herrn A. S t o d ol a, 
besch~ftigte ich reich vor einiger Zeit mit der Frage, wann eine Glei- 
chung ~ten Grades mit reellen Coeffieienten 

a0~ -F at ~.-1 ~ . . .  ~ .  a.  •ffi 0 

nut solche Wurzeln besitzt~ deren reelle Bestandtheile nega~iv sind. 
Wenn auch die Erledigung dieser Frage nach den Methoden yon 
S t u r m ,  L i o u v i l l e ,  C a u c h y .  und H e r w i t e  keine principielle 
Schwierigkei~ bietet, so erlaube ich mir doch das l~esultat, zu welchem 
ich gelangt bin, hier mitzutheilen, well dasselbe wegen se.iner ein- 
fachen, fiJr die Anwendungen brauchbaren Gestalt vielleicht einiges 
In~eresse verdient*). 

Die Herleitung des Resultates giebt mir zugle~ch Gelegenheit, die 
Methode yon H e r m i ~ e- J a c o b i in ein er Form darzustellen, in welcher 
sie eine Verallgemeinerung nach verschiedenen Riehtungen zul~sst. 

Man dad sich~ was hier geschehen soll, otfenb~r auf den Fall 
beschr~inken, wo der Coefficient a o positiv ist. Denn andernfalls kann 
man die Hnke Seite der Gleichung mi~ dem Factor ~ 1 m~Itipliciren. 
Man bilde nun die Determinante 

*) Herr Stodola benutzt mein Resultat in seiner Abhandlung ~iber ,,die 
Regulh'ung yon Turbinen" (Sehweiz. Bauzeitung, Bd. 23, Nr. 17, 18), deren 
Ergebnisse bei der Turbinenanlage des Badeor~es Davos mit gl~nzendem Effolge 
Anwendung gefunden haben . -  Die obige Frage wird auch,.worauf reich Herr 
S todola  aufmerksam machte, in Thomson und Tait 's  Natural Philosophy 
(I~86. Tho~l ~, pag. 390) aufgeworfen und ihre Erledigung als wfinschenswerth 
bezeichnet. 
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a t ,  a 3 ,  a s ~ . . ,  a ~ _ l  

(1) A ~  O, a,, a ~ , . . ,  a~.~_~ 
�9 �9 . �9 �9 . . . 

. . . . . .  (~l 

nach der Maassgabe, class die Indices in der ersten Horizontalreihe 
immer um zwei Einheiten wachsen, in jeder Vertiealreihe immer um 
sine Einheit abnebmem Dabei ist allgemeiu ax ~---0 zu setzen, wenn 
der Index u negativ oder grSsser sis n ist. 

Dies vorausgesehickt, gilt d.er Satz: 
JDie nothwendige und h~reichende Bedingung dafiir ~ class die GZei- 

chu~g 

(2) aox" + a~ ~-~  ~- . . .  + a: ~ O, 

in welcher der Coefficient a o positiv vorausgesetzt wird, nut  Wurzeln 
mit negagven reelten .Bestandtheile~ besitzt, ist die, dass die Werthe 
der 1)eterminanten 
(3) Aj ----- a~, &~, ~ , . . .  &. 
siimmglich positiv sind. 

Zu diesem Satze ist noeh folgendes zu bemerken. Die De~ermi- 
nante A~ ist, wie man leicht erkennt, indem man sie nach den E]e- 
menten der letzten Verticalreihe entwickelr gleich a~ �9 A,_~. 

Daher ist die Forderung, dass A~_, und A, positiv sein sollen, 
gleichbedeutend mit der anderen, dass A~_t und a,, positiv sein sol]ea. 
Der obige Satz bleibt also riehtig~ wean a~ an Stelle yon A~ gesetzt 
wird. Eine andere Bemerkung ist diese: 

Betraehtet man die Reihe der Determinanten 

(4) Z~, A~, ~s ,  &4, . . . .  
so versehwinden die Glieder dieser Reihe yore (r~-[-:l) ~'to~ ab identiseh, 
d. h. fiir unbestimmt gedaehte Werthe yon a0, a ~ , . .  a~. Denn dis 
Elemente der letzten Verticalreihe yon A, sind fiir ~t > n siimmtlich 
N~l. Die Bedingung des Satzes kana also aueh dahin ausgesproehen 
werden, class die nicht identiseh versehwindenden Glieder tier Reihe (4) 
siimmttieh positiv sein m~ssen. Die (}lieder dieser Reibe sind aus- 
filhrlieh gesehrieben diese: 

a&, l aJ~a31 
aO ~ a2 

~0~ a2~ a4 
0 ~ aiy ~3 

a~, a3, ab, a~ 1 
(2o~ a2~ (~4~ a6 
O ~ at~ a3~ a~" 

O, asp a2, a 4| 

- . ~  

und man bild'6~ hiernach ohne Weiteres die Bedingungen flit jeden 
speeiellen Werth yon n. 
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Beispielsweise lauten 
Grades (n ~-- 4): 

~cl : a2 

die Bedingungen fiir die Gleichung 4 t~" 

> 0 ,  

0 ~ a I , a s 

> 0 ,  a 4 > O .  

Herr S t o d o l a  hat bemerkt, dass eine nothwendige  Bedingung dafiir, 
dass die Gleichung (2) nut Wurzeln mitt:negativen reellen Bestandtheilen 
besitzt, die ist, dass sKmmtliche Coefficienten ao, a t , .  �9 �9 a ,  positiv sind. 
In der That: wenn die reellen Bestandtheile alier Wurzeln der Glei- 
chung (2) negativ sind, so hat jeder reelle Linearfactor der linken 
Seite der Gleichung die Form x + p  und jeder reelle quadratische 
Factor die Form (x + p i )  2 + p2 ~ ~- ~2 + p' x + p", we p, Pt ,  1~ P', P" 
positive GrSssen bezeichnen. Da aber des Product yon gauzen Fanc- 
tionen mit positiven Coeffieienten ebenfalls positive Coefficienten besitzt~ 
so wird auch die linke 8eite der Gleichung (2) nur positive Coefficienten 
aufweisen. 

Die gauze rationale Function f(x), deren Coefficienten zunlichst 
auch complexe Werthe besitzen k5nnen, mSge der einen Bedingung 
urlterworfen sein~ dass sie fiir keinen rein imaginltren Werth yon x 
verschwindet. Bezeichnen daun _N" bez. P die Auzahlen der Nuilstellea 
yon f(x), die negativen bez. positiven tee]fen Theft besitzen, so ist 

(5) i v +  .v = 

unter n den Grad yon f ( x )  verstauden. E s s e i  nun c eine beliebige 
(complexe) Constante und 

(6) c f ( x )  =-: Q . c ' ' ~ ,  

so dass Q den absoluten Betrag und ~(p das Argument yon ef(x) be- 
zeichnet. Der Winkel (p iindert sich stetig mit dem Werthe Yon a~ 
und nimmt insbesondere um 

(7) N -- 1 ~ ~ a 

Einheiten ab~ wenn x die rein imaginRren ZahIen yon -{--ioo bis 
ioo durchliiuft. Man erkennt dies unmittelbar, wenn man, unter 

Benutzung der fiblichen geometrisehen Darstellung der complexen 
Zahlen~ die Aenderung des Argumentes des einzelnen Liuearfactors 
v~on f(x) veffolgt. Nach (5) und (7) ist nun 

(8) . _ A  - - V - '  /3_____ - - V -  

Die BeB~immuug yon A wird jetzt in bekannter Weiae auf die. 
18" 
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eines C a u c h y ' e h e n  Index*) zurfickgefiihrt. A llgemein ha~ man unter 
dem Index einer GrSsse /~, die in jedem Punkte einer in bestimmtem 
Sinne zu durehlaufenden Linie L einen bestimmten reellen Werih 
besitzt, die folgendermassen zu bildende Zahl zu verstehen. Man 
ordne jedem Punkte yon L ,  in welchem R unendlich wird, die Zahl 0, 
oder -~- 1 oder - -  1 zu, je naehdem ~R beim Ueberschreiten des Panktes 
das Zeiehen nicht wecbselt oder yon negativen zu positiven oder yon 
positiven zu negativen Werthen iibergeht. Der Index yon /~ beztig- 
lieh der Linie L ist dann die Summe aller den Unendliehkeitspunkten 
yon ~ zugeordneten Zahlen. Man setzt hierbei stillsehweigend voraus, 
dass/~ nut in einer endlichen Zahl yon Punkten unendtich werdend das 

1 
Zeichen wechselt, und dass ~ in der Umgebung dieser Punkte stetig ist. 

Dies in Erinnerung gebraeh L sei z eine reelle Ver~nderliche und 

(9) c f ( - -  iz) ~ U + i V, 

wo U und V ganze Functionen yon ~ mit reellen Coefficienten be- 
zeichnen. Wird nun 

F ( lo )  = (z) 

gese~t,  so hat man 
I aretg/~ (z), r  

und aus dieser Gleichung folgt, dass A iibereinstimmt mit dem Index 
yon ~(z)beziiglich der im Sinne der wachsenden z zu durchlaufenden 
reellen z-Axe (die als eine im Unendlichen gesehlossene Linie an- 
zusehen ist). Im Folgenden nehme ieh an~ dass/~(z) fiir z ~ or nieht 
unendlich wird, was offenbar ~gesf~et ist, da man fiber die Constante c 
willktirlich verfiigen kann. 

3. 

Es sei jetzt R (z) irgend eine rationale Function yon z mit reellen: 
Coeffieienten, die ffir z ~ ~ endlieh bleibt. 

Der Index yon-~(z) (bezilglieh der im 8inne der w a c h ~ d e n  t 
zu durchlaufenden Axe der reellen Zahlen) liiss~ sich bekanntlieh durch 
das S tu rm ' sehe  Divisionsverfahren oder nach H e r m i t e  dureh Aub 
SteIIung einer quadratisehen Form bestimmen, deren Signatur m~t dem 
gesuchCen Index tibereinstimmt. Unter ,,Signatur" einer quadratischen 
Form mit reellen Coeffieienten verstehe ich dabei mit Hrn. F r o b e n i u s * * )  

*) $om~sal de l'~cole potytechnique, XV. (1837). Der Cau~hy'sche Index ist 
als specfellr Fall in dem yon Kronecker eingefiihrten Begriff der Charakterist~k 
yon Funetionensystemen (Monatsberiehte der kgl. preussischen Akademie der 
Wissens~hafCen 1869) en~alten. 

**) Ueber~ das Trr~gheitsgesetz der quadratischen Formen. (Sitzungsberichte 
tier kgl preus~i~olie, a~ ~kademie der Wissensehaften- 1894). 
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die Differenz zwischen der Zahl der positiven und der negativen Quadrate, 
die bei der Darstellung der Form dutch ein Aggregat yon mbglichst 
wenigen Quadraten reeller Linearflmetionen auftreten. 

Man wird zu dieser Hermite'sohen Bestimmungsweise des Index 
yon /~ (~) auf fo]gendem Wege gefiihrt. Bezeichnet 

eine ganze rationale Function yon z, deren Coefficien~en als willkiir- 
liche Parameter  angesehen werden, so stellt das Integral 

erstreekt dureh eine alle Pole yon ~ (z )  einsehliessende Curve, eine 
quadratische Form der Parameter Y0, Yl, - . .  Y,~-~ dar, die als Coef- 

1 ficient yon ~ in der Entwicklung yon /~(~)[O(z)] ~ naeh aufsteigenden 

1 leicht gebildet werden kann*). Andererseits ist das Potenzen yon 

Integral gleieh der Summe der Residuen yon R(z)[O(~)] 2, die den Polen 
yon /~(z) entspreehen. E s s e i  z = a ein einfacher Pol yon /q(g) und 

03) = + + + . . . .  

dann ist das auf z ~ a beztigliche Residuum 

c .  [e  

Wenn a reell ist ,  so liefert tier Pol z = a den Beitrag -1- 1 oder - -  1 
zu dem Index yon/~(z)  je naehdem c posifiv oder negativ ist. Wenn 
a imaginSr ist und ~ den zu a conjugirten Pol bezeiehnet, so ist die 
Summe dot auf a und 5 beziigliehen Residuen 

c[O(a)y + ~[O(~)] ~=  (P+  iq)~+ (Z'-~Q) ~= 2P~ --2Q~, 

we P und Q reello Linearfunetionen sin& Hieraus s  zun~iehst 
unter der Vorausse~zung, dass /~(z) nur einfaohe Pole besitzt --  

der S a ~ :  
Bezeichnet n die Zahl  der _Pole yon ~ (~), so l~isst sich die quadra- 

tische t~orm _Fg als ein Aggregat yon n Quadraten darstellen, wobel 

*) An Stelle des Integrales (2) kann man mi~ gleiehem Erfolge such da~ 

die ,=,,, 

unter a e inch re ellen Wer~h vers~anden, ffir welehen /~(z) endlieh bleibk Ffir 
dieses Integra~t ~pielt z = ~ dieselbe Rolle, wie z ~ co fiir das Integral (1'2). Im 
Zusammenhange hiermit steht die unmittelbar einleuehtendo Thatsaehe, dass der 

.(ag-{-b'~ Inde~:von a~ke~----~+ ) gleich lug dem Index yon /~(z), falls a, b, c, d reelle 

Co~t~nten b~deugen, deren' Determinanfe ad -- be i)osiliv isk 
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zugleich die I)ifferenz zwischen der Zahl der positiven und der Zahl der 
negativen Quadrate g~eich dem Index yon t~ (z) ist. 

Dieser Satz gil~ abet aueh ffir den Fall~ dass R(z)  Pole yon be. 
liebiger Mult, iplieitiit besitzt, we daun unter n die Zahl der Pole, jeder 
rail seiner Multiplieit~t gez~ihlt, zu verstehen ist*). Es sei, um dies 
zu beweisen, z ~ a ein ~t-facher Pol yon /~(z) und 

C C! _ ~  / ~ ( a + t )  = -~ a t- ~ - [ - . . .  + + .  �9  

O ( a + t )  = Oo(a ) + Ol(a)t + 02(a)t'- -}- �9 �9  

we Oo(a), e ~ ( a ) , . . .  Iineare Formen der Parameler Yo~ Yt, . . .  it~-t 
bezeiebnen. Das z ~ a entsprechende Residuum lautet dann:  

c~-~Oo ~ + 2c~-.~0o0~ + �9 �9 �9 + c(20oO~_~ + 20tO~_~ + �9 �9 .). 

Je nachdem nun g gerade oder ungerade is~, liiss~ sich dieses [~esiduum 
in die Gestalt 

00~) 0 + 012# i ~-  " " ' "{-- O/a--1 ~,U--I ( ~ - - - ~ )  
odor 

Oo~Po + Ot q'~ + �9 �9 �9 + O~-~*a-~ + cO~ ( X = 2 ~ +  l) 

setzen, w o r  C t ~ . . .  ]ineare Funetionen der Parameter bedeuten. 
Ist a reell, so sind die Coefficienten yon 0o~ O l , . . .  *Po, Ct, �9 . .  

ebenfalls reell und das Residuum kann in die Form 

1 2 
- 1 0  ~ + I-',o,,-,+ 

odor 

! 0 ~ = ,  

gebracht werden, in welcher es als Aggregat; yon ~ Quadraten reeller 
Linearformen erscheiat. 

Dabei treten, wenn ~ gerade ist, genau so viele .posi/;ive .wle 
negative Quadrate auf; dagegen tritt~ wenn ~ ungerade ist~ ein posi- 
tives oder ein negatives Quadrat mehr auf, je nachdem c positiv odor 

*.) .D~s die auf die Sturm'schen Reihen bezfigliehen Deduc~ionen mit den 
geeig~etdn Modificationen auch noch gfiltig bleiben, 'wenn die in Betracht kom- 
menden gms'zen Functionon mehrfache Linearfactoren besitzen, bemerkt K r o D e c k e r 
in seiner Abhandlung. Zur Theorie der Elimination einer Variabeln aus zwoi 
algebraischen 01eicl~ungen (Monatsbericht~ der kgl. preussisohe~ Akademie der 
Wi~senschaften, 1881), ' 
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negativ is~. Die Discussion des Falles, we z ~ a complex ist~ ist in 
iihnlicher Weise zu erledigen, und man erkennt so die allgemeine 
Giiltigkeit des obigen 8atzes. 

~ 

Ist m :> n,  so besitzt die quadratisehe Form F,~ eine verschwindende 
Determinante, da sich die Form als Aggrega~ yon n Quadraten, also 
ais eine Form yon weniger als m linearen Verbindungen der Parameter 
Y0, Yl, " '  ym-t darstellen liisst. Hingegen ist die Determinante der Form 
~'. yon Null versehieden. Man kann dies entweder dadureh beyeisen, 
dass man die Uebereinstimmung dieser Determinante mit der Result ante 
yon Z~hler und Nenner der in reducirter Form geschriebenen rationalen 
Function /~(z) zeigt (vg]. unten Nr. 6), oder aueh auf folgendem Wege: 

Wtirde die Determinante yon 2', verschwinden, so kSnnte man 
solche nicht s~immtlieh verschwindende Wertlae yon Yo, Yt, ' ' "  Y~-i 

~F~ ~F~ ~F~ d .h .  also d ie  Integrale finden, ffir welehe ~y0 ' 0yl '"  " 0y~_l' 

f Il(z) 0(~) z ~dz ( Z ~ 0 , 1 ,  . h -  
i 

(14) 2~i . . . .  1) 

s'tmmtlieh Null sind. Wean nun 

(15) ~(z) . o(z) = G(~) + ~,(z) 

ist, we O(z) eiae gauze rationale Function yon ~ und 

k" k" 
(16) R ,  (z)  ~ -  l l ( z )  . O (z)  - -  G ( z )  -~- 7 q -  ~ -{- ' ' "  

eine fiir z-----co verschwindende rationale Function bezeiehnet, so is~ 
ftir das Versehwinden jener Integrale erforderlieh, dass 

k' = k" -~ . . . .  k(~) ~-- 0 

ist, dass a lso/ / l (z)  mindestens yon der (nq-1) t~" Ordnung ffir z ~ 
verschwindet. Da abet R l (z) nut an den Polen yon/~ (z), also hSehstens 
n Mal unendlich werdea kann t so muss R~(z) identiseh verschwinden. 
Die hieraus folgende Gleichung/~(z). O ( z ) ~  G(z )  ist aber unmSglieh, 
da e(z)  h5chstens veto ( n - - 1 )  ~ Grade ist und /~(z) n Pole besitzk 

, 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich nun folgendes Veffahren 
zur Best~immung des Index vow R(z): 

Es sei 
42 o C !  (31 

(17) I t ( z )  = c + --~ + -~ + 7. + " " 
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die Entwleklung yon ~ (~) in der Umgebung yon �9 ~ c~. Der F~c~or 

1 in der Entwicklung des Produc~es ~aus ~R ($) und y o n  

[o(~)]~ = ~  y,v~,+~ (i ,~--0,~.. .  ~ -  ~)  0 8 )  

ist da~n 

(19) F,,, -~ ~ c~+~y~y~ (i,/~-----0,1,... m - -  1), 

uad die Determiaante tier Form 2'm s~ellt sich dar in der Gestalt: 

Co~ Cl, . . .  C~-1 

C 1 ~ C 2 ~ �9 �9 �9 C m  

(20) D,~ _--_ �9 . . . . . .  ~. 
�9 �9 . o o . �9 

�9 , �9 . , �9 . 

Cm--l~ Cnnt.. �9 62ra--~ 

In der ffeihe der Degerminanten  

(21) 2)1, 1)2, Ds, �9 . .  

sind nun alle Glieder yon einem bestimm~en, e~wa D~+I, ab gleich 
Null, w[ihrend /)~ yon Null verschieden ist. Es gieb~ dann n d i e  
Zahl der Pole yon ~ ( z )  an ,  und der Index yon /~(~) is~ gleich d e r  
Signatur der Form F~.  

Die  Signa~ur der Form i~'~ kann man in jedem Falle aus den  
Vorzeichen der nich~ versehwindenden under den De~erminanten 
D, ,  D2, . . .  D~-I ablesen.*) Ia  dem l?alle, we keine dieser Deter-  
minaaten versehwindet, l~s~ sich F~, wie bekann~ und fibrigens leich~ 
zu zeigen ist, in der Form 

D2 D~ 
F ; - - - -  Dl~o 2 + ~ r  + . ' .  + ~ u~-1 

darstellen, we ~t~ eine reelle Linearform yon Yo Y~+I, �9 �9 �9 Y~-I is~. D e r  
Index yon /~(~) ist dann also gleich der Differenz zwischea der Zah l  
der posi~iven und der Zahl der negativen (]lieder der l~eihe 

Dieser Fall trit~ insbesondere eia, wenn der Index yon ~ ( z )  se inen 
MaximaI wert.h n besi~t .  Denn es ist dana 2'~ eine definite posit ive 
Form ~uRd ebenso 2'~_~, /~'~-~, �9 �9 �9 $'~, da die le~z~eren Formen dureh  
Nullsetzen einiger der Parameter  Yo, Y~ . . . .  y,,_x aus F ,  en t s t ehen . .D ie  

*) grobenius .  1. e. pag. 410. 
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Determinante einer definitea positiven Form ist aber stets positiv. 
Es gilt hiernach der Satz: 

Der Itidex yon/~ (~) hat stets und nur dann seinen Maximalwerth n, 
wenn die Determinanten 1)2, D ~ , . . .  D,, positiv siad. 

6. 

Es sei jetzt /~ (z) in der Gestalt gegeben 

bo z~" -}-- biz~-1--F . . . -}- b~ 
(22) _n(z) = -  ~o,~ + ~,~,-i + . .  + ~ , 

wo der Coefficient a 0 yon Null verschieden vorausgesetzt wird. Der 
Grad a, des Nenners yon /~(z) ist gr5sser oder gleich n, je nachdem 
Z~hler und Nenner yon 2~(z) einen gemeinsamen Theiler haben oder 
nicht. Man kann nun die Determinante /)m (20) umformen in eine 
Determinante, in welcher die Coefficienten a o, . . .  a~, b o , . . ,  b~ die 
Elemente bilden. Diese Umformung liisst sich mit H[ilfe des folgea- 
den Satzes ausfiihren, den man leich~ aus dem Multiplicationstheorem 
der Determinanten ableitet. 

Es seien 
(23) ~ , ,  ~ ,  . . . ,  ~3,~,.. . 

gewShnliche Potenzreihen yon z, die durch Multiplication mi~ 

( 2 4 )  ~ = k + 4 z + 4 z  ~ + ' ' '  
in die neuen Potenzreihen 

@5) q),', W , . . . ,  ~ , ~ ,  �9 �9 �9 

tibergehen mSgen, so dass also allgemein ~ / , ~  ~ . ~  ist. Trennt 
man dann yon jeder der Reihen ~ l ,  ~2, . - .  ~ (bez. ~l', ~ 2 ' , . . . ~ )  
die ers~en m Glieder ab und bezoichnet mit Am (bez. A~) die Deter- 
minan~e der so entstehenden m ganzen Functionen (m- -1 )  t~ Grades 
yon z, so ]st 
(26) A~, = k m . An,. 

Diesen Satz wende ieh nun auf folgenden Fall an. Es sei 
bo + b,z + 4z~ + . . .  

c + co~ + c,~ 2 + "  �9 ", ao ~r" alz 2c- a~z 2 - 4 - ' "  

and die Reihen (23) mSgen, wie folgt, angenommen werden: 

( Z ~  1 ,  2 ,  . . . ) ,  

wiihrend die Reihe (24) mit 

~ ao + a~z + a~z ~ + . .  

iden~ifieirt werden soll. Die Reihen (25) lau~en dann: 

~ ' = ~ ,  ~ ' = b ~ . - ~ b ~ z - l - b , ~ z ~ . 4 - . .  ", ? ~ z + ~ z ~ ? ~ ' .  ~ ; ~ + ~ ' = ~ 3 ~ '  

(Z--~ 1, 2 ~ . . . ) .  
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Erse~zt man noeh in der Gleichung (26) den Index m dutch 2 m ,  so 
gieb~ nun diese Gleiehung die gew~inschte Umformung der Deter- 
minan~e /),n. Es komm~ niimlieh: 

ao TM . .D ,~ --~ .~, ,  , (27) 
we B,~ die Determinanfe 

be, bl, �9 �9 �9 b~,.-i 

(28) B,,,----- 0, be . . . .  b~,,,_~. 
�9 . . �9 . , 

�9 . , ~ �9 . 

0 0 . . . a m  
0 0 . . .  b~ 

bedeutet. Diese versehwindel sicher, sobald m > v isb da dann die 
Elemente tier letzten Verticalreihe siimmtlich Null siad. Man ha~ 
hiernach zur Besiimmung des Index (uad zugleieh der Zahl n d e r  Pole) 
tier rationalen Function (22) so zu verfahren: Man bildet die Reihe 
der De~erminanten 

/~ ,  / ~ ,  , . .  B,.  

Wenn ~ das letz~e nieh~ verschwindende Glied dieser Reihe is~, 
so giebt n die Zahl der Pole, oder, was dasselbe ist~ den Grad des 
Nenners yon /~(~)an,  wenn /~(z) in reducirter Gestalt geschrieben 
wird. Der Index yon /~(z) wird sodann aus den Vor~eichen der nioht  
verschwindenden Glieder tier geihe ~ ,  R ~ , . . .  ~ abgeleitet. 

7 ~  

Insbesondere ergieb~ sich jetzt leicht der unter Nr. 1 angegebene 
Satz. Es sei 

(29) [ ( x )  ~___ aox"  + a t x  "-1  "4- �9 " �9 -{- a,, .~- 0 

eine Gleichung mi~ reellen 0oefficien~en. Dann is~ 

(30) i ' f ( - - i z )  - ~  ( a o z ~ - - a 2 z  "-~ - { - . .  ,) -{- i ( a l z " - 1 - - a a z  . - ~  - { - . . . )  

und die in Nr. 2 mit A bezeichnete Zahl isr der Index yon 

(31) /~ (z) ~ ~ z"-~1 "aa~-~ +" "-'. 
ao z~ - -  a2z'~-~I,..]..... 

Die Ghlehung (29) hat ann, wie aus (8) in Nr. 2 hervorgeh~, stets 
und nut dann ausschliesslich Wurzeln mit negativen reellen Theilen, 
wenn A ~ n is~. Hieraus folgt, dass Zghlor und Nenner yon R ( z )  
theilerfremd sein miissen. Denn andernfalls wtirde /t(~) darges~ellt; 
werden kSnnen als ein Quotient, dessen Nenner veto Grade n' < n 
isl and der Index yon B(z) wgre hSehs~ens gleieh n'. 
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Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
Gleichung (29) nur Wurzeln mit negativen reellen Theilea besitz~, ist 
also die, dass die Form 

c3 ) F ~  = 

nine definite positive Form yon Yo, Y~, . . .  Y~-I ist. In Folge des Um- 
standes, dass R(z)  nine ungerade Function yon z ist, l~isst sich .F. 
in zwei Formen zerlegen, yon denen die eine nut die Parameter 
Yo~ Y~, Y4, . . . ,  die andere nut die Parameter yj, Y3~ Y s , . . .  enthRlt. 
In der That sei 

(33) H(z) ~--- a ' z~ - ' -as z~-~+""  ( Z - -  n n + l  je naehdem n a'---oz;~ - -  a,z a- 1 + . . .  ~ oder --C--' 

gerade oder ungerade ist), 
so ist offenbar 

Ferner fasse man in O(z) die Glieder mit geraden und die mit un. 
geraden Potenzen yon z zusammen, seize also 

e(~) --- e0(z 2) + nO, (p~). 
Ftihrt man nun in dem Integral (32) z~ = ~ als neue Integrations- 
variable ein und schreib~ dann wieder z an 8telle yon ~, so finder 
man die in Rede stehende Zerlegung 

! " 

Die hierin enthaltene Thatsaehe, class der Index yon /~(z) gleich 
der Summe der Indices yon H(z) und zH(z)  ist, l~sst sieh ttbrigens, 
beilSufig bemerkt, auch unmittelbar aus dem Begriff des Index ableiten. 
Stellt man jetzt nach Nr. 5 und 6 die Bedingung auf, dass F ,  oder 
was auf dasselbe hiuauskommt, jedes der beiden Integrale (34) eine 
positive defmige Form darstellt, so wird man nach einor leichten Um- 
formung der zu bildende~ Determinanten auf den Satz yon Nr. 1 
gefiihrt. 

8. 

Dureh die Gleiehung (8) yon Nr. 2 und die in hrr. 6 entwickelte 
Methode zur Bestimmung des Index 'einer rationalen Function ist all- 
gemein die Aufgabe gelSst, die Anzahl derjenigen Wurzeln einer 
Gleichung f(x)--~ 0 zu bes~imraen, die einen negativen reellen Theil 
besitzen, unter dot Voraussetzung, dass die Gleichung durch keinen 
rein imagin~iren Werth yon x befriedigt wird. (Die letztere Be- 
schrilnkung kann man iibrigens fallen lassenp wenn man festsetzt, 

�9 t sowohl als dass jede rein imaginiire Wurzel mit der Multiplicitiit ~ 
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Wurzel mi~ negativem wie mi~ posi~ivem Theil gez~ihlt werden soil.) 
Diese Aufgabe ist, wie die Substitution yon - - i x  an Stelle v~)n 
zeig~, nich~ wesentlieh verschieden yon tier anderen, die Zah] tier 
Wurzeln einer Gleichung n t~" Grades 

(35) f, (x) + (x) - -  o,  
we fl(x) und f2(x) ganze Functionen mit reellen Coeffieienten be- 
zeichnen, zu bestimmen, welche einen positiv-imagin~ren Bestandtheil 
besilzen. Diese Zahl wird ebenfalls durch die erste Formel (8) also 

n + A f2(x) verstanden. durch T angegeben, unter ~ den index yon f ~  

Mit der letzteren Aufgabe beschliftigt sich Berr H e r m i le in zwBi 
hbhandlungen*), auf die ieh bier verweise. Zum Schluss bemerke 
ich noeh Folgendes: Aus dem Begriff des Index geht unmit~elbar 

horror, dass eine rationale Function f~(x) stets und nur da~n den Index 

-4-n besitzt, wenn der Nenner /'1 (x) in n Punkten der reellen Axe 
verschwindet (wobei x ~ c~ als Nullstelle yon f (x)  anzusehen ist, falls 
fl(x) nur den ( n - - l )  t~. Grad erreicht) und wenn zugleich f~(x) in je 
zwei aufeinandeffolgenden dieser Punk~e Werthe yon entgegengesetztem 
Vorzeiehen annimmt. Hieraus folger~ man welter, dass der Maximal- 

werth ___+ n des Index yon t ~  stets und nur dana eintriti, wenn jede 

der Gleichungen fl ( $ ) ~  0, f 2 ( x ) ~  0 n reelle yon einander ver- 
schiedene Wurzeln besitzt und zugleich die Wurzeln der einen Glei- 
chung durch die der anderen getrennt werden. Insbesondere haben 
also die n Wurzeln der Gleichung (35) stels und nur dann siimmflich 
positiv-imaginiiren odor s~mmtlich negativ-imaginiiren Bestandthei!, 
wenn die W urzeln der Gleichimgen fl(x)~---0, f~(x)~--0 die eben 
erw~ihnte Beschaffenheit besitzen*'). 

Zfirich~ den 12. December 1894. 

*) Crelte's Journal Bd. ,51~, pag. 39, Bulletin de la soeidtd mathdm~iqu~ 
de France, Bd. 7, pag. 1"28. 

**) Vgl. Biehler, Crelle's Journal Bd. 87, pag. 350, Laguerre ,  ib. Bd. 89~ 
pag, 339. 


