Ueber die Bedingungen, unter welchen eine Gleichung nur
Wurzeln mit negativen reellen Theilen besitzt.

Von

A, Hurwirz in Ziirich.

1,

Auf Veranlassung meines verehrten Collegen, Herrn A. Stodola,
beschiftigte ich mich vor einiger Zeit mit der Frage, wann eine Glei-
chung x'*® Grades mit reellen Coefficienten

o 4+ a2t ey =0

nur solche Wurzeln besitzt, deren reelle Bestandtheile negativ sind.
Wenn auch die Erledigung dieser Frage nach den Methoden von
Sturm, Liouville, Canchy. und Hermite keine principielle
Schwierigkeit bietet, so erlanbe ich mir doch das Resultat, zu welchem
ich gelangt bin, hier mitzutheilen, weil dasselbe wegen seiner ein-
fachen, fiir die Anwendungen brauchbaren Gestalt vielleicht einiges
Interesse verdient*).

Die Herleitung des Resultates giebt mir zugleich Gelegenheit, die
Methode von Hermite-Jacobi in einer Form darzustellen, in welcher
sie eine Verallgemeinerung nach verschiedenen Richtungen zulfisst.

Man darf sich, was hier geschehen soll, offenbar auf den Fall
beschrinken, wo der Coefficient @, positiv ist. Denn andernfalls kann
man die linke Seite der Gleichung mit dem Factor — 1 multipliciren.
Man bilde nun die Determinante

*) Herr Stodola benutzt mein Resultat in seiner Abhandlung iber ,,die
Regulirang von Turbinen® (Schweiz. Bauzeitung, Bd. 23, Nr. 17, 18), deren
Ergebnisse bei der Turbinenanlage des Badeortes Davos mit glinzendem Erfolge
Anwendung gefunden haben., — Die obige Frage wird auch,. worauf mich Herr
Stodola aufmerksam machte, in Thomson und Tait’s Natural Philosophy
(1886. Theil I, pag. 890) aufgeworfen und ihre Erledigung als wiinschenswerth
bezeichnet,
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@y, Ay, G5y o - OG22y

oy By gy oo s GBuie

(1 Di=10, @, ay,... @iy
©az

nach der Maassgabe, dass die Indices in der ersten Horizontalreihe
immer um zwei Einheiten wachsen, in jeder Verticalreihe immer um
eine Einheit abnebmen. Dabei ist allgemein a, = 0 zu setzen, wenn
der Index » negativ oder grosser als n ist.

Dies vorausgeschickt, gilt der Satz:

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir , dass die Glei-
chung
(2) a2 4 @214 . .. 4 af =0,
in welcher der Cocfficient a, positiv vorausgesetzt wird, nur Wurzeln
mit negativen reellen Bestandtheilen bestlat, ist die, dass die Werthe
der Determinanten
(3) A =a, A, &, .. 0,
sammtlich positiy sind.

Zu diesem Satze ist noch folgendes zu bemerken. Die Determi-
pante A, ist, wie man leicht erkennt, indem man sie nach den Ele-
menten der letzten Verticalreihe entwickelt, gleich an - Aps.

Daher ist die Forderung, dass A,_, und A, positiv sein sollen,
gleichbedeutend mit der anderen, dass A,_; und a, positiv sein sollen.
Der obige Satz bleibt also richtig, wenn a, an Stelle von A, gesetat
wird. KEine andere Bemerkung ist diese:

Betrachtet man die Reihe der Determinanten
4) Bpy Byy By, By, -y
8o verschwinden die Glieder dieser Reihe vom (n--1)ttes ab identisch,
d. h. fiir uobestimmt gedachte Werthe von ay, a,, ... a,. Denn die
Elemente der letzten Verticalreihe von A; sind fir 2 > » simmilich
Null. Die Bedingung des Satzes kann also auch dahin ausgesprochen
werden, dass die nicht identisch verschwindenden Glieder der Reibe (4)
simmtlich positiv sein milssen. Die (lieder dieser Reihe sind aus-
fithrlich geschrieben diese:

@y, A3, G5, Gy

a,, a,,
@y, Gy Qys gy By 4 Gg
Ay a. al’ A, Ty, Q4 |, 0, a.a. al b
- Tpy Gy s Oy Gy, G4
0, a,, ag 3

O’ a'OI Oy, @y}

und man bildet hiernach obne Weiteres die Bedingungen fir jeden
speciellen Werth von ».
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Beispielsweise lauten die Bedingungen fur die Gleichung 4'»
Grades (n = 4):

a a a’l;ﬂs’O
a, >0, ] a3 >0, Ay, Gg, @, | >0, a, > 0.
o 07a17a3

Herr Stodola hat bemerkt, dass eine nothwendige Bedingung dafilr,
dass die Gleichung (2) nur Wurzeln mitjnegativen reellen Bestandtheilen
besitzt, die ist, dass simmtliche Coefficienten a,, @, . . . a, positiv sind.
In der That: wenn die reellen Bestandtheile aller Wurzeln der Glei-
chung (2) negativ sind, so hat jeder reelle Linearfactor der linken
Seite der Gleichung die Form « 4 p und jeder reelle quadratische
Factor die Form (z+p,)? ++ p,2 = 2* + p'z + 9", Wo p, 0y, 05, 8, 1"
positive Grossen bezeichnen. Da aber das Product von ganzen Fuone-
tionen mit positiven Coefficienten ebenfalls positive Coefficienten besitzt,
so wird auch die linke Seite der Gleichung (2) nur positive Coefficienten
aufweisen. .

2
Die ganze rationale Function f(2), deren Coefficienten zun#ichst
auch complexe Werthe besitzen konnen, mige der einen Bedingung
unterworfen sein, dass sie fiir keinen rein imaginiren Werth von 2

verschwindet, Bezeichnen daun N bez, P die Anzahlen der Nullstellen
von f(x), die negativen bez. positiven reellen Theil besitzen, so ist

(5) N+ P=mn,

unter n den Grad von f(x) verstanden. Es sei nun ¢ eine beliebige
(complexe) Constante und

(6) ef(@) = 0. "%,
g0 dass @ den absoluten Betrag und =@ das Argument von cf(z) be-

zeichnet. Der Winkel ¢ #ndert sich stetig mit dem Werthe von 2
und nimmt insbesondere um

) N-—P=oa

Hinheiten ab, wenn z die rein imagindren Zahlen von - ico bis
— ioo durchlinft. Man erkennt dies nnmittelbar, wenn man, unter
Benutzung der iiblichen geometrischen Darstellung der complexen
Zahlen, die Aenderung des Argumentes des einzelnen Linearfactors
von f(x) verfolgt. Nach (5) und (7) ist nun

n+4 _n—4
® N = g P-—-—T

Die Bestimmung von A wird jetzt in bekannter Weise auf die.
18*
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eines Cauchy’chen Index*) zuviickgefiihrt. Allgemein hat man unter
dem Index einer Grésse R, die in jedem Punkte einer in bestimmtem
Sinne zu durchlaufenden Linie L einen bestimmien reellen Werth
besitzt, die folgendermassen zu bildende Zahl zu verstehen. Man
ordne jedem Punkte von L, in welchem E unendlich wird, die Zahl 0,
oder 4 1 oder — 1 zu, je nachdem R beim Ueberschreiten des Punktes
das Zeichen nicht wechselt oder von negativen zu positiven oder von
positiven zu negativen Werthen iibergeht. Der Index von R beziig-
lich der Linie L ist dann die Summe aller den Unendlichkeitspunkten
von R zugeordneten Zablen. Man setzt hierbei stillschweigend voraus,
dass R nur in einer endlichen Zahl von Punkten unendlich werdend das

Zeichen wechselt, und dass é— in der Umgebung dieser Punkte stetig ist.

Dies in Erinnerung gebracht, sei # eine reelle Verinderliche und
© ¢f(—id) = U +i¥,
wo U und ¥ ganze Functionen von 2 mit reellen Coefficienten be-
zeichnen. Wird nun

14
(10) 7 =£@)
gesetet, so hat man
= }t arctg R (),

und aus dieser Gleichung folgt, dass A iibereinstimmt mit dem Index
von R(z) besliglich der im Sinne der wachsenden z zn durchlaufenden
reellen 2-Axe (die als eine im Unendlichen geschlossenec Linie an-
zusehen ist). Im Folgenden nehme ich an, dass R(?) fiir z = oo nicht
unendlich wird, was offenbar gestattet ist, da man iiber die Constante ¢
willkiirlich verfiigen kann.

3.

Es sei jetzt R(2) irgend eine rationale Function von z mit reellen
Coefficienten, die fiir z = oo endlich bleibt.

Der Index von R(z) (beziiglich der im Sinne der wachsenden #
2u durchlaufenden Axe der reellen Zahlen) lésst sich bekanntlich durch
das Sturm’sche Divisionsverfahren oder nach Hermite durch Auf-
stellung einer quadratischen Form bestimmen, deren Signatur mit dem
gesuchten Index tibereinstimmt. Unter ,,Signatar* einer quadratischen
Form mit reellen Coefficienten versteke ich dabei mit Hrn. Frobenius*¥)

*) Jomenal de Y'école polytechnique, XV. (1837), Der Cauchy'sche Index ist
als specieller Fall in dem von Kronecker eingefiihrien Begriff der Charakteristik
von Functionensystemen (Monatsberichte der kgl. preussischen Akademie der
‘Wissenschaften 1869) enthalten.

**) Uebér. das Trigheitsgesetz der quadratischen Formen. (Sitzungsberichte
der kgl preussischien Akademie der Wissenschaften. 1894).
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die Differenz zwischen der Zahl der positiven und der negativen Quadrate,
die bei der Darstellung der Form durch ein Aggregat von moglichst
wenigen Quadraten reeller Linearfunctionen auftreten.

Man wird zu dieser Hermite'schen Bestimmungsweise des Index
von R () auf folgendem Wege gefiihrt. Bezeichnet
1) 0@ =y + 412+ 12>+ - - + Ynas™?
eine ganze rationale Function von z, deren Coefficienten als willkiir-
liche Parameter angesehen werden, so stellt das Integral

(12) Fa=gt [RO [0 25,

erstreckt durch eine alle Pole von R(¢) cinschliessende Curve, eine
quadratische Form der Parameter g, yy, ... Yn—1 dar, die als Coef-
ficient von %- in der Entwicklung von R(2)[©(#)]* nach aufsteigenden

Petenzen von g leicht gebildet werden kann*). Andererseits ist das

Integral gleich der Summe der Residuen von R (s)[©(¢))%, die den Polen
yon R(Z) entsprechen. Es sei z == a ein einfacher Pol von R (2) und

(13) Rlat+t)y=7F4c¢ + ot -
dann ist das auf ¢ = @ bezligliche Residuum
¢ [©(a)]

Wenn a reell ist, so liefert der Pol z == o den Beitrag 4 1 oder — 1
zu dem Index von R(2) je nachdem ¢ positiv oder negativ ist. Wenn
o imaginir ist und @ den zu o conjugirten Pol bezeichnet, so ist die
Summe der auf ¢ und @ beziiglichen Residuen

(0@ + 2[0@] = (P+iQ)?+ (P—iQ)= 2P —2¢,
wo P und Q reelle Linearfunctionen sind. Hieraus folgt — zundichst
upter der Voraussetzung, dass R(#) nur einfache Pole besitzt —
der Saba:

Bezeichnet n die Zahl der Pole von R (2), so lisst sich die quadra-
tische Form Fy als ein Aggregat von n Quadraten darstellen, wobei

_ #¥) An Stelle des Integrales (2) kann man mit gleichem Erfolge auch das
Integralz_:ﬁ R(z)-% d#, erstreckt um die Stelle 2 = o, betrachten,

unter o einen reellen Werth verstanden, fiix welchen K (2) endlich bleibt, Fiir
dieses Integral spielt 7 = o dieselbe Rolle, wie z = o fiir das Integral (12). Im
Zysammenhange hiermit steht die unmittelbar einleuchtende Thatsache, dass der

Index von R(%) gleich ist dem Index von R(#), falls a, b, ¢, d reelle

Constanten bedeuten, deren Determinante ad — be¢ positiv ist,
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sugleich die Differenz awischen der Zahl der positiven und der Zahl der
negativen Quadrate gleich dem Index von R(z) ist.

Dieser Satz gilt aber auch fiir den Fall, dass R(2) Pole von be-
liebiger Multiplicitiit besitzt, wo daun unter # die Zahl der Pole, jeder
mit seiner Multiplicitiit gezihlt, zu verstehen ist*). Es sei, um dies
zu beweisen, # = a ein A-facher Pol von R(¢) und

Ratt) =5+ fa+ -+ 4o
6(a+1t) = Oy(a) + 6,(a)t + O,(a)8* + - - -,

wo ©y(a), 6,(a), ... lineare Formen der Parameter y,, y,, ... ¢n_y
bezeichnen, Das z = a entsprechende Residuum lautet dann:

-102 + 2620,0, + -+ - +¢(20,011 + 20,02 F - - ).

Je nachdem nun A gerade oder ungerade ist, ldsst sich dieses Residuum
in die Gestalt

oo + 0, + -+ + Q1 (A=2y)
oder

Oy +©, ¥+ -+ - F Ous ¥ +¢c0f (A=2p--1)
setzen, wo ¥, ¥, ... lineare Functionen der Parameter bedeuten.

Ist & reell, so sind die Coefficienten von 6,, ©,,... ¥, ¢, . .
ebenfalls reell und das Residuum kann in die Form

[3@tw0)] ~ 3@ —wo)] +-+ L 0wt pud |

~ 50—t} (=20
oder

B (@ + 4’0)]2 - [% (8 — 'Po):r +..-+ [% Ou-14- 111/‘—1)]2
—[3@ui— [+ 02 G=2ut1)

gebracht werden, in welcher es als Aggregat von A Quadraten reeller
Linearformen erscheint.

Dabei treten, wenn A gerade ist, genau so viele positive . wie
n.egatx've Quadrate auf; dagegen tritt, wenn 4 ungerade ist, ein posi-
tives oder ein negatives Quadrat mehr auf, je nachdem ¢ positiv oder

o Dass die auf die Sturm’schen Reihen bezliglichen Deductionen mit den
geeiguetén Modificationen auch noch giiltig bleiben, ‘wenn die in Betracht kom-
menden ganzen Functionen mehrfache Linearfactoren besitzen, bemerkt Kronecker
lo eeiner Abhandlung: Zur Theorie der Elimination einer Variabeln aus zwoi

algebraischen Gleichungen (Monatsberichte der kgl. preussischen Akademie der
Wissenschaften, 1881), -
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pegativ ist. Die Discussion des Falles, wo 2 = g complex ist, ist in
ihnlicher Weise zu erledigen, und man erkennt so die allgemeine
Giiltigkeit des obigen Satzes.

4.

Ist m >n, 80 besitzt die quadratische Form F, eine verschwindende
Determinante, da sich die Form als Aggregat von » Quadraten, also
als eine Form von weniger als m linearen Verbindungen der Parameter
Yoy Yi» +++ Ym— darstellen lisst. Hingegen ist die Determinante der Form
F, von Null verschieden. Man kann dies entweder dadurch beyeisen,
dass man die Uebereinstimmung dieser Determinante mit der Resultante
von Zahler und Nenner der in reducirter Form geschriebenen rationalen
Function R(2) zeigt (vgl. unten Nr. 6), oder auch auf folgendem Wege:

Wiirde die Determinante von ¥, verschwinden, so kionnte man
solche nicht simmtlich verschwindende Werthe von y,, ¥, - .« Yot
aFﬂ aFﬂ aFn

=2, d. h, also die Integrale

finden, fiir welche W T

(14) é-jﬁfﬂ(z).e(z).zldz (A=0,1,...n—1)
gimmtlich Null sind. Wenn nun

(15) R(2).0(2) = G(2) + R (%)

ist, wo G(2) eine ganze rationale Funetion von # und
(16) R =1(s). 006 —G@=S+5+. ..

eine fiir 2 = oo verschwindende rationale Function bezeichnet, so ist
fiir das Verschwinden jener Integrale erforderlich, dass

F=l—=-  =k"=0

ist, dass also R,(#) mindestens von der (r-+1)*" Ordnung fiir # == 00
verschwindet. Da aber R, (¢) nur an den Polen von R(2), also hichstens
n Mal unendlich werden kann, so muss R, (#) identisch verschwinden.
Die hieraus folgende Gleichung R(¢) . ©(2) = G () ist aber unmbglich,
da ©(z) hochstens vom (n— 1) Grade ist und BE(s) = Pole besitzt.

5.

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich nun folgendes Verfahren
zur Beslimmung des Index von R(2):
Es sei

(D) R —c+2+3+3+
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die Entwicklung von R (2) in der Umgebung von z = oo, Der Factor

von 5 in der Entwieklung des Productes aus R(2) und

(18) [0 = gugsatt (,h=0,1...m—1)
ist dann h
(19) Fon =) cpagig (i, k=0,1,...m—1),
ik
und die Determinante der Form F,, stellt sich dar in der Gestalt:
Coy; Cpp - - Cm—l
Cis Cpye--Cm

(20) D, —

cﬂl—l; Cmg» oo Com—~2
In der Reihe der Determinanten
(21) D,, D, D,, ...

sind nun alle Glieder von einem bestimmten, etwa D,y1, ab gleich
Null, wihrend D, von Null verschieden ist. Es giebt dann n die
Zahl der Pole von R(z) an, und der Index von R(z) ist gleich der
Signatur der Form F),.

Die Signatur der Form ¥, kann man in jedem Falle aus den
Vorzeichen der nicht verschwindenden unter den Determinanten
Dy, Dy, ... Dy ablesen.®*) In dem Falle, wo keine dieser Deter-
minanten verschwindet, lisst sich F,, wie bekannt und tbrigens leicht
zu zeigen ist, in der Form

D D 2
= 2 =242 -
Fo= D,u, +D1“1 -+ + - 1“" L

darstellen, wo %; eine reelle Linearform von i, 941, . . . #5_y ist. Der
Index von R(2) ist dann also gleich der Differenz zwischen der Zahl
der positiven und der Zahl der negativen Glieder der Reihe

Dy Dy D
t* Dy DY D,

n-1

D

Dieser Fall tritt insbesondere ein, wenn der Index von R(z) seinen
Maximalwerth » besitzt. Denn es ist dann F, eine definite positive
Form und ebenso F, 1y Fu-s, ... ¥y, da die letzteren Formen durch
Nullsetzen einiger der Parameter , ¥;,...%,—1 aus F, entstehen. -Die

*) Frobenius. 1. ¢. pag. 410
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Determinante einer definiten positiven Form ist aber stets positiv.
Es gilt hiernach der Satz:

Der Index von E(#) hat stets und nur dann seinen Maximalwerth 2,
wenn die Determinanten D,, D,, ... D, posiliv sind,

6.
Bs sei jetzt B (2) in der Gestalt gegeben
by bt 41,
o + o 4 )’
wo der Coefficient @, von Null verschieden vorausgesetzt wird. Der
Grad v des Nenners von R(z) ist grosser oder gleich #, je nachdem
Zahler und Nenner von B (2) einen gemeinsamen Theiler haben oder
nicht. Man kann nun die Determinante D, (20) umformen in eine
Determinante, in welcher die Coefficienten ag, ... @, b,,... 5, die
Elemente bilden. Diese Umformung ldsst sich mit Hiilfe des folgen-
den Satzes ausfiibren, den man leicht aus dem Multiplicationstheorem
der Determinanten ableitet.
Es seien )
(23) Bis By - or By -
gewOhnliche Potenzreihen von #, die durch Multiplication mit
(24) ) R YRS YR
in die neuen Potenzreihen
(25) By B o or By e -
tibergehen mogen, so dass also allgemein P =P .B, ist. Trennt
man dann von jeder der Reihen Py, RB,, ... Bn (bez. B, By ... B
die ersten m Glieder ab und bezeichnet mit A, (bez. A,) die Deter-
minante der so entstehenden m ganzen Functionen (m— 1) Grades
von 2, so ist
(26) A =Fm . Ay
Diesen Satz wende ich nun auf folgenden Fall an. Es sei
bo-+-0 bo® oo
Rk L R R P R SRR
und die Reihen (23) mdgen, wie folgt, angenommen werden:
Bi=1, Po=ctqetos?+ - -, Poap=2P;, Parpa=2B,
(A=1,2,...),
wihrvend die Reihe (24) mit
Pe=ay+ a2 4 a2t + - -
identificirt werden soll. Die Reihen (25) lauten dann:
B =P, Py =y b 24+ 5,2+ - -, Piap=2*P,. Prre—2*Py
A=1,2 ...

(22) E(e) =
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Ersetzt man noch in der Gleichung (26) den Index m durch 2m, so
giebt nun diese Gleichung die gewiinschte Umformung der Deter-
minante D,. Es kommbt néimlich:

(27) aozm . -Dm = Run

wo B, die Determinante

Gy Qpy o o o Bzm—t
()09 bl; L b?m——l
O, ﬂ/", e oy Q-2

(28) -Rm == 01 b{)! ro . b?m——?

a0 0 ... an
0 0 ... bn
bedeutet. Diese verschwindet sicher, sobald m > » ist, da dann die
Blemente der letzten Verticalreihe simmtlich Null sind. Man hat
hiernach zur Bestimmung des Index (und zugleich der Zahl n der Pole)
der ratiopalen Function (22) so zu verfahren: Man bildet die Reihe
der Determinanten

R, B,,... R,.

Wenn R, das letzte nicht verschwindende Glied dieser Reihe ist,
so giebt » die Zahl der Pole, oder, was dasselbe ist, den Grad des
Nenners von R(¢) an, wenn R(2) in reducirter Gestalt geschrieben
wird. Der Index von R(z) wird sodann aus den Vorzeichen der nicht
verschwindenden Glieder der Reihe R,, B,, ... R, abgeleitet.

1.

Insbesondere ergiebt sich jetzt leicht der unter Nr. 1 angegebene
Satz. Es sel

(29) @ =aztas+  +an=0

eine Gleichung mit reellen Coefficienten, Dann ist

(80) irf(—i2) = (@y" — @ -+ ) 4 i(ay 7t — ayen=d - )
und die in Nr. 2 mit A bezeichnete Zahl ist der Index von

! — gy 3+
(31) R(s) =2t T
Die Gleichung (29) hat nun, wie aus (8) in Nr. 2 hervorgeht, stets
und nur dann ausschliesslich Wurzeln mit negativen reellen Theilen,
wenn A = ist. Hieraus folgt, dass Zabler und Nenner von R(z)
theilerfremd sein miissen. Denn andernfalls wiirde B(s) dargestellt;
werden kbnnen als ein Quotient, dessen Nenner vom Grade »’ < n
ist und der Index von E(2) wire hochstens gleich n’,
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Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die
Gleichung (29) nur Wurzeln mit negativen reellen Theilen besitzt, ist
also die, dass die Form

(32) Fo=s5m f R(2) [0(2)]? d2

eine definite positive Form von g, ¥, . . - #s—1 ist. In Folge des Um-
standes, dass R (2) eine ungerade Function von ¢ ist, lsisst sich F,
in zwei Formen zerlegen, von denen die eine nur die Parameter
Yos Yo» Ys» - - -, die andere nur die Parameter y,,y,, ¥, ... enthilt.
In der That sei

A—1 A2
33) H()="25—%L T (3= oder "1, jo nachdem n

azzz‘.l_l_...

gerade od@r ungerade ist),

B(z) =2. H(z).
Ferner fasse man in ©(z) die Glieder mit geraden und die mit un-
geraden Potenzen von z zusammen, setze also '

0(2) = 0,(+*) 1+ 26, (Z?)'
Fiihrt man nun in dem Integral (32) 22 = ¢ als neue Integrations-

variable ein und schreibt dann wieder z an Stelle von £, so findet
man die in Rede stehende Zerlegung

B F=, f Hie) (0,60 4 + 5 J ¢ H)[0, (9] de.

Die hierin enthaltene Thatsache, dass der Index von R(z) gleich
der Summe der Indices von H(z) und zH(z) ist, lisst sich tbrigens,
beiliufig bemerkt, auch unmittelbar aus dem Begriff des Index ableiten.
Stellt man jetzt mach Nr.5 und 6 die Bedingung auf, dass F, oder
was auf dasselbe hinauskommt, jedes der beiden Integrale (34) eine
positive definite Form darstellt, so wird man nach einer leichten Um-
formung der zu bildenden Determinanten auf den Satz von Nr. 1
gefiihrt.

so ist offenbar

8.

Durch die Gleichung (8) von Nr, 2 und die in Nr. 6 entwickelte
Methode zur Bestimmung des Index ‘einer rationalen Function ist all-
gemein die Aufgabe gelost, die Anzahl derjenigen Wurzeln einer
Gleichung f(z) = O zu bestimmen, die einen negativen reellen Theil
besitzen, unter der Voraussetzung, dass die Gleichung durch keinen
rein imaginiren Werth von z befriedigt wird. (Die letztere Be-
schrinkung kann man iibrigens fallen lassen, wenn mau festsetat,

" dass jede rein imaginire Waurzel mit der Mulliplicitét % sowohl als



984 A. Horwirz, Gleichungen, deren Wurzeln negative reelle Theile besitzen.

Wurzel mit negativem wie mit positivem Theil gezdhlt werden soll.)
Diese Aufgabe ist, wie die Substitution von — ¢z an Stelle von =
zeigt, nicht wesentlich verschieden von der anderen, die Zahl der
Wurzeln einer Gleichung nten Grades

(35) fi(@®) + ify (@) =0,

wo f,(#) und f,(%) ganze Functionen mit reellen Coefficienten be-
zeichnen, zu bestimmen, welche einen positiv-imagintiren Bestandtheil
besitzen. Diese Zahl wird ebenfalls durch die erste Formel (8) also

durch 2 g a angegeben, unter A den Index von % verstanden.

Mit der letzteren Aufgabe beschiftigt sich Herr Hermite in zwei
Abhandlungen®), auf die ich hier verweise. Zum Schluss bemerke
ich noch Folgendes: Aus dem Begriff des Index geht unmittelbar

hervor, dass eine rationale Function ;:’—((g stete und nur dann den lndex
1

4 besitzt, wenn der Nenner f,(z) in » Punkten der reellen Axe
verschwindet (wobei # == oo als Nullstelle von f(2) anzusehen ist, falls
fi(®) nur den (n—1)*" Grad erreicht) und wenn zugleich f,(#) in je
awei aufeinanderfolgenden dieser Punkte Werthe von entgegengesetztem
Vorzeichen annimmt. Hieraus folgert man weiter, dass der Maximal-
e
fi ()
der Gleichungen f,(x) =0, f,(#) =0 n reelle von einander ver-
schiedene Wurzeln besitzt und zugleich die Wurzeln der einen Glei-
chung durch die der anderen getrennt werden. Insbesondere haben
also die # Wurzeln der Gleichung (35) stets und nur dann simwtlich
positiv-imaginiren oder simmtlich negativ-imaginsiren Bestandtheil,
wenn die Wurzeln der Gleichungen f,(z) =0, f,(#) =0 die eben
erwihnte Beschaffenheit besitzen **),

Zirich, den 12. December 1894.

werth -2 des Index von stets und nur dann eintritt, wenn jede

*) Crelie’s Journal Bd. 52, pag. 39, Bullelin de la société mathématique
de France, Bd. 7, pag. 128,

*¥) Vgl. Biehler, Crelle’s Journal Bd. 87, pag. 380, Laguerre, ib. Bd. 89,
pag. 339.



