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Συμβολισμοί 

Στο σύγγραμμα αυτό δεν χρησιμοποιώ την έντονη γραφή (boldface) για να υποδηλώ-
σω διανύσματα ή πίνακες.  Αυτό αφήνεται να εννοηθεί από το περιεχόμενο. 

Κεφαλαία πλάγια λατινικά, Α, Β, C, δηλώνουν πίνακες σταθερούς ή συναρτήσεις κά-
ποιας μεταβλητής (συνήθως πίνακες μεταφοράς). 

Πεζά πλάγια λατινικά a, b, c, δηλώνουν διανύσματα σταθερά ή συναρτήσεις κάποιας 
μεταβλητής. 

Πεζά πλάγια ελληνικά α, β, γ συνήθως δηλώνουν σταθερά βαθμωτά μεγέθη. 

Οι υπερσυνδέσεις εμφανίζονται με υπογράμμιση (όπως και οι υπερσυνδέσεις που 
έχουν ακολουθηθεί). 

Διάφορα άλλα χρώματα χρησιμοποιούνται για να τονιστούν οι ορισμοί, τα θεωρήμα-
τα, τα παραδείγματα και οι διάφορες έννοιες. 

Η αρίθμηση των Σχεδίων και των Εξισώσεων είναι της μορφής x.y όπου x είναι ο 
αριθμός κεφαλαίου και y ο αύξων αριθμός.  Η αρίθμηση, καθώς και οι αναφορές στο 
κείμενο έχουν γίνει μέσω των αυτόματων δυνατοτήτων του Word. 
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Πρόλογος 

Με το (ηλεκτρονικό) αυτό σύγγραμμα προσπαθώ να παρουσιάσω με τρόπο σαφή και 
κατανοητό την χρήση των σύγχρονων αλγορίθμων των Συστημάτων Αυτομάτου Ε-
λέγχου.  Η απόπειρα αυτή βασίζεται στην εμπειρία που απέκτησα διδάσκοντας διά-
φορες πτυχές των Συστημάτων Αυτομάτου Ελέγχου σε προπτυχιακούς και μεταπτυ-
χιακούς φοιτητές του τμήματος Μηχανικών Παραγωγής και Διοίκησης του Πολυτε-
χνείου Κρήτης από το 1986.  Για το τμήμα αυτό τα Συστήματα Αυτομάτου Ελέγχου 
δεν μπορεί να θεωρηθεί ότι ανήκουν στον βασικό πυρήνα μαθημάτων και έτσι χρή-
ζουν ιδιαίτερης προσέγγισης στην διδακτική τους.  Το ίδιο ισχύει και για άλλες περι-
οχές μηχανικών, όπως για παράδειγμα για τους Μηχανικούς Περιβάλλοντος (που 
επίσης αποφοιτούν από το Πολυτεχνείο Κρήτης) ή τους Μηχανικούς Βιοϊατρικής ή 
ακόμη και για μη Μηχανικούς όπως είναι οι Οικονομολόγοι και γιατί όχι και οι Ια-
τροί. Η πρώτη καινοτομία λοιπόν είναι ο προσανατολισμός του συγγράμματος προς 
ένα κοινό για το  οποίο η συγκεκριμένη επιστήμη δεν αποτελεί βασικό συστατικό 
των σπουδών του.  Αυτό βέβαια δεν σημαίνει ότι είναι ακατάλληλο για άλλες κατη-
γορίες μηχανικών, όπως οι Ηλεκτρολόγοι Μηχανικοί, Μηχανολόγοι Μηχανικοί, Αε-
ροναυπηγοί κλπ.  Ιδιαίτερα για τους αλγόριθμους που παρουσιάζονται στο σύγγραμ-
μα αυτό, η θεωρητική δυσκολία τους έχει αποτρέψει την μεγάλη πλειοψηφία των μη-
χανικών από την πρακτική υλοποίηση τους.  Πιστεύω λοιπόν ότι ένα βιβλίο προσα-
νατολισμένο περισσότερο στην πρακτική εφαρμογή της θεωρίας και λιγότερο στην 
αυστηρή μαθηματική απόδειξη των επιμέρους θεωρημάτων είναι ιδιαίτερα χρήσιμο 
στην παρούσα φάση της εξέλιξης της θεωρίας των Συστημάτων Αυτομάτου Ελέγχου. 

Υπάρχουν πολλά βιβλία για Συστήματα Αυτομάτου Ελέγχου, ελληνικά και αγγλικά, 
τα οποία λίγο πολύ μοιάζουν μεταξύ τους είτε στην ύλη είτε στα παραδείγματα που 
παρατίθενται για την κατανόηση της θεωρίας.  Ευελπιστώ να αποκλίνω από τον κα-
νόνα αυτό με τους εξής τρόπους: 

 Δίνοντας βάρος στο κυρίως σώμα του συγγράμματος, στην πρακτική των Συ-
στημάτων Ελέγχου, αφήνοντας τα θεωρητικά σημεία (μαθηματικά κυρίως) σε 
ξεχωριστά κεφάλαια, όπου ο αναγνώστης μπορεί να εντρυφήσει αν θέλει. 

 Παραθέτοντας παραδείγματα από σύγχρονα συστήματα, διαφορετικών επιστη-
μών και κατά το δυνατόν γνωστά στο ευρύ κοινό. 

 Χρησιμοποιώντας μόνο ελληνική ορολογία (και παραθέτοντας αυτόνομο γλωσ-
σάριο). 

 Υλοποιώντας το σύγγραμμα σ' ένα διαδραστικό περιβάλλον όπου μέσω τεχνο-
λογιών Java και προγραμμάτων MATLAB, ο χρήστης έχει την δυνατότητα να 
πειραματισθεί με διαφορετικές παραμέτρους και να δει αμέσως τις διαφορετικές 
αποκρίσεις.  Με την τεχνολογία εικονικής πραγματικότητας, ο χρήστης θα έχει 
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επίσης την δυνατότητα να δει το σύστημα σαν εικόνα και όχι σαν γράφημα κά-
ποιας μαθηματικής συνάρτησης (όχι στην παρούσα έκδοση). 

 Έχοντας ιστορικά/βιογραφικά στοιχεία για τους κυριότερους συντελεστές της 
διαμόρφωσης της θεωρίας των Συστημάτων Αυτομάτου Ελέγχου. 

 

Το σύγγραμμα αυτό ολοκληρώθηκε κατά την διάρκεια της εκπαιδευτικής μου άδειας, 
Σεπτέμβριος 2003-Φεβρουάριος 2005, αν και αρκετό υλικό υπήρχε από τις μέχρι τό-
τε σημειώσεις.  Για τον λόγο αυτό ευχαριστώ την Γενική Συνέλευση του τμήματος 
Μηχανικών Παραγωγής και Διοίκησης που μου ενέκρινε την άδεια αυτή.. 
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Κεφάλαιο 0 

Γενική τοποθέτηση 

0.1 Μεθοδολογία 
Στο σύγγραμμα αυτό θα παρουσιασθεί ο τρόπος με τον οποίο μπορούμε να υλοποιή-
σουμε τα τελευταία αποτελέσματα από την θεωρία του Ελέγχου Συστημάτων.  Στην 
ενότητα αυτή θα δώσουμε το γενικό πλαίσιο στο οποίο θα κινηθούμε.  Αν ο αναγνώ-
στης δεν είναι εξοικειωμένος με κάποιες από τις έννοιες, ας μην αποθαρρυνθεί.  Οι 
έννοιες αυτές θα αναλυθούν διεξοδικά στην συνέχεια. 

Σαν «σύστημα» θα θεωρήσουμε μαθηματικές αναπαραστάσεις φυσικών διαδικασιών.  
Συγκεκριμένα θα θεωρήσουμε ότι το σύστημα είναι μία απεικόνιση P, που συσχετίζει 
μία συνάρτηση εισόδου w(t) με μία συνάρτηση εξόδου z(t): 

z(t)=P[w(t)] 

Σχηματικά θα εκφράσουμε το σύστημα αυτό με το ακόλουθο δομικό διάγραμμα: 
 

w z 
P 

 

Σχήμα 0.1 

Μεταξύ των πολλών κατηγοριών απεικονίσεων (συστημάτων) και συναρτήσεων ει-
σόδου-εξόδου θα περιοριστούμε σε, 

 Γραμμικά, αιτιατά, χρονικά αμετάβλητα συστήματα πεπερασμένης διάστασης.  
Τα συστήματα αυτά αναπαρίστανται στο πεδίο της συχνότητας με τελεστές που 
ανήκουν στον χώρο 2 των ρητών, αυστηρά πρεπουσών συναρτήσεων μετα-

φοράς. 

 Σήματα πεπερασμένης ενέργειας ή σήματα 2. 

Με τον όρο «έλεγχο» ή «αντιστάθμιση» εννοούμε ένα άλλο (υπο)σύστημα K το ο-
ποίο συνδεδεμένο κατάλληλα με το P θα ελαχιστοποιεί μία νόρμα του συνολικού 
συστήματος (P και Κ).  Στο Σχ. 0.2 βλέπουμε το δομικό διάγραμμα της προκύπτου-
σας αρχιτεκτονικής. 
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Κ 

P 

z w 

 

Σχήμα 0.2 

Για να έχει μία τέτοια προσέγγιση νόημα το z θα πρέπει να αναπαριστά μεταβλητές 
που πρέπει να διατηρηθούν «μικρές». 

Στην θεωρία που θ’ ακολουθήσει θα υιοθετήσουμε την νόρμα ∞.  Η νόρμα αυτή 

προκύπτει σαν η επαγόμενη νόρμα όταν τα σήματα z, w ανήκουν στο χώρο 2, είναι 

δηλαδή σήματα με πεπερασμένη ενέργεια.  Η επιλογή αυτή υπονοεί τα ακόλουθα: 

 Ελαχιστοποίηση της νόρμας ∞ ισοδυναμεί με ελαχιστοποίηση της μέγιστης 

απολαβής του συστήματος (ως προς την ενέργεια). 

 Αν το w είναι οποιοδήποτε 2 σήμα, τότε ελαχιστοποίηση της νόρμας ∞ ισο-

δυναμεί με ελαχιστοποίηση της χειρότερης επίδρασης του επί της ενέργειας του 
z. 

Από τα παραπάνω φαίνεται ότι η επιλογή της νόρμας ∞ είναι κατάλληλη όταν η 

γνώση των φασματικών χαρακτηριστικών του σήματος εισόδου w είναι περιορισμέ-
νη. Υπάρχει όμως και ένας άλλος, πιο θεμελιώδης λόγος: η επιλογή μίας επαγόμενης 
νόρμας (σημ.: η νόρμα 2 δεν είναι επαγόμενη και δεν υπακούει στην υποπολλα-

πλασιαστική ιδιότητα) σε συνδυασμό με το γεγονός ότι είναι μικρότερη από την μο-
νάδα, εξασφαλίζει την ισχύ του «θεωρήματος της μικρής απολαβής».  Το θεώρημα 
αυτό είναι η βάση για την ανάλυση και σύνθεση συστημάτων με αβεβαιότητα. 

 

Είναι προφανές ότι κάποια συστήματα (ίσως τα περισσότερα) δεν πληρούν τις προα-
ναφερόμενες προϋποθέσεις.  Στις περιπτώσεις αυτές, το πρόβλημα θα πρέπει να ανα-
διατυπωθεί, ίσως μέσω κατάλληλων μετασχηματισμών ή συναρτήσεων βαρών, έτσι 
ώστε να μπορεί να επιλυθεί στο πλαίσιο του ελέγχου ∞. 

 

Τέλος ας σημειωθεί ότι η προσέγγιση αυτή (που δεν είναι φυσικά μοναδική) προσπα-
θεί να απαντήσει καλύτερα από τις προηγούμενες στο μόνιμο ερώτημα που θέτει η 
θεωρία αυτομάτου ελέγχου: πως δηλαδή θα σχεδιάσουμε ένα σύστημα που θα λει-
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τουργεί ικανοποιητικά στο περιβάλλον για το οποίο έχει κατασκευασθεί.  Ίσως αυτό 
να ακούγεται απλό, αλλά δεν είναι όπως σύντομα θ’ αντιληφθούμε. 

0.2 Στόχοι 
Στο σύγγραμμα αυτό θα μελετήσουμε μία μαθηματική προσέγγιση που στοχεύει στη 
διαχείριση πολύπλοκων φυσικών συστημάτων που είναι συζευγμένα σε δομή ανα-
τροφοδότησης.  Η μεθοδολογία που θα υιοθετηθεί βασίζεται σε δύο σχετιζόμενες 
παρατηρήσεις αναφορικά με τα υποδείγματα πολύπλοκων φυσικών συστημάτων: 

 Η πρώτη είναι ότι τα αναλυτικά ή υπολογιστικά υποδείγματα που περιγράφουν 
επαρκώς φυσικά συστήματα, είναι δύσκολο ή αδύνατο να χαρακτηρισθούν ή να 
προσομοιωθούν.  Σαν επακόλουθο, αναγκαζόμαστε να χρησιμοποιούμε απλο-
ποιημένα υποδείγματα. 

 Η δεύτερη είναι ότι ένα υπόδειγμα, όσο λεπτομερές και να είναι, δεν είναι ποτέ 
μία ακριβής αναπαράσταση του φυσικού συστήματος.  Επομένως, τα υποδείγ-
ματα μας είναι ούτως ή άλλως ανακριβή. 

Στο σύγγραμμα αυτό και οι δύο αυτές πλευρές θα ορισθούν ως αβεβαιότητα του υ-
ποδείγματος, και ο πρωταρχικός στόχος θα είναι να παρουσιασθούν οι συστηματικές 
τεχνικές και τα εργαλεία για την ανάλυση και σύνθεση αβέβαιων συστημάτων.  Η 
κυρίαρχη ιδέα που θα χρησιμοποιηθεί για την αντιμετώπιση της αβεβαιότητας ή μη 
προβλεψιμότητας είναι αυτή της ανατροφοδότησης. 

Οι τρείς κύριες πηγές αβεβαιότητας που θα θεωρήσουμε είναι οι εξής: 

 Οι αρχικές συνθήκες του συστήματος δεν είναι επακριβώς γνωστές. 

 Το σύστημα υπόκειται σε διαταραχές από το περιβάλλον του και η εκάστοτε 
επιθυμητη κατάσταση του δεν είναι γενικά γνωστή εκ των προτέρων. 

 Υπάρχει αβεβαιότητα στο ίδιο το μαθηματικό υπόδειγμα. 

Λεκτικά λοιπόν μπορούμε να προσδιορίσουμε τον στόχο μας ως: 

Να βρεθεί ένας αντισταθμιστής ανατροφοδότησης τέτοιος ώστε να ελαχιστο-
ποιούνται η επίδραση των άγνωστων αρχικών συνθηκών και των εξωτερικών 
διαταραχών στην συμπεριφορά του συστήματος, υπό τον περιορισμό της μη 
ακριβούς αναπαράστασης του συστήματος. 

Στη πορεία της λύσης θ’ ασχοληθούμε με δύο είδη προβλημάτων: 

 Πρόβλημα ανάλυσης:  δοθέντος του ελεγκτή, να εκτιμηθεί αν τα υπό ρύθμιση 
σήματα (σφάλμα, έλεγχος) ικανοποιούν τις επιθυμητές ιδιότητες για κάθε απο-
δεκτή διαταραχή και αβεβαιότητα. 

 Πρόβλημα σύνθεσης:  σχεδίαση ενός ελεγκτή τέτοιου ώστε τα υπό ρύθμιση 
σήματα να ικανοποιούν τις επιθυμητές ιδιότητες για κάθε αποδεκτή διαταραχή 
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και αβεβαιότητα. 

Για την επίλυση των προβλημάτων αυτών θα χρησιμοποιήσουμε το ενοποιημένο 
πλαίσιο των γραμμικών κλασματικών μετασχηματισμών (LFT) που μας επιτρέπει 
να εκφράσουμε τα συστήματα μας στη μορφή του διαγράμματος του Σχ. 0.3. 

 

Κ 

P 
z w 

u y 

Δ 

 

Σχήμα 0.3  Διάγραμμα δύο θυρών 

Πιο τυπικά: ας εκφράσουμε τον πίνακα συνάρτησης μεταφοράς από την είσοδο w 
στην έξοδο z, ως Tzw, και ας υποθέσουμε ότι η αποδεκτή αβεβαιότητα Δ ικανοποιεί 
την  (Δ)<1/γu για κάποιο γu >0.  Τότε το πρόβλημα της ανάλυσης είναι: δοθέντος 
του Κ, να απαντηθεί αν το σύστημα κλειστού βρόχου είναι ευσταθές για όλες τις α-
ποδεκτές Δ και ║Tzw║∞≤γp για κάποιο προδιαγεγραμμένο γp.  Το πρόβλημα της σύν-
θεσης είναι η εύρεση του αντισταθμιστή Κ, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι προανα-
φερθείσες απαιτήσεις. 

Τέλος θα χρησιμοποιήσουμε την ακόλουθη ορολογία: 

Ονομαστική απόδοση: Το σύστημα ικανοποιεί τις προδιαγραφές απόδοσης θεωρώ-
ντας το μαθηματικό υπόδειγμα ακριβές.  Κατ’ ακολουθία ορίζεται και η ονομαστική 
ευστάθεια. 

Στιβαρή απόδοση:  Το σύστημα ικανοποιεί τις προδιαγραφές απόδοσης για κάθε 
αποδεκτή αβέβαιη εγκατάσταση. 

Όπως θα δούμε στη συνέχεια, το πλαίσιο του ελέγχου ∞ ενοποιεί την επίλυση των 

δύο αυτών προβλημάτων. 
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Κεφάλαιο 1 

Αναπαράσταση Συστημάτων Αυτομάτου Ελέγχου 

1.1 Μαθηματική αναπαράσταση 

1.1.1 Αναπαράσταση στο πεδίο του χρόνου 

Στο σύγγραμμα αυτό θα μελετήσουμε συστήματα που αναπαρίστανται από συνήθεις, 
γραμμικές διαφορικές εξισώσεις με σταθερούς συντελεστές,  Τα συστήματα αυτά 
καλούνται γραμμικά, χρονικά αμετάβλητα συστήματα1. 

Αν το σύστημα είναι μίας εισόδου-μίας εξόδου τότε αναπαρίσταται από τη γνωστή  
μη ομογενή συνήθη διαφορική εξίσωση n-οστής τάξης με σταθερούς συντελεστές, 
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με τις αντίστοιχες n αρχικές συνθήκες της y και m αρχικές συνθήκες της r, 

1
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Στην μορφή αυτή η y(t) καλείται έξοδος του συστήματος, ενώ η r(t) είσοδος. 

Αν το σύστημα είναι πολλών εισόδων-πολλών εξόδων το σύστημα αναπαρίσταται 
από μία διανυσματική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης και μία αλγεβρική εξίσωση 
της μορφής, 

 x (t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0 (1.2)

 y(t)=Cx(t)+Du(t) (1.3)

όπου λόγω του χρονικά αμετάβλητου έχει θεωρηθεί χωρίς βλάβη γενικότητας ότι 
t0=0.  Στη μορφή αυτή η διανυσματική συνάρτηση, 

                                           
1 Συστήματα LTI: linear time invariant. 
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είναι η (διανυσματική) είσοδος στο σύστημα και η, 
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η (διανυσματική) έξοδος. 

Οι πίνακες Α (nn), Β (nr), C (mn), D (mr) καλούνται πίνακες του χώρου κατά-
στασης, ενώ η διάσταση n καλείται (δυναμική) τάξη του συστήματος. 

Το σύστημα (1.2)-(1.3)είναι ειδική μορφή του γενικότερου συστήματος, 

 x (t)=A(t)x(t)+B(t)u(t), x(t0)=x0 (1.4)

 y(t)=C(t)x(t)+D(t)u(t) (1.5)

το οποίο είναι ένα γραμμικό, χρονικά μεταβαλλόμενο δυναμικό σύστημα συνεχούς 
χρόνου.  Πολλά από τα θεωρήματα που θα παρουσιασθούν στη συνέχεια, επεκτείνονται 
ευθέως και στα χρονικά μεταβαλλόμενα συστήματα, όμως στη πράξη αυτά απαντώνται 
σπανιότατα.  Για το λόγο αυτό, και για αποφυγή αχρείαστης πολυπλοκότητας, θα 
ασχοληθούμε μόνο με τα χρονικά αμετάβλητα συστήματα.  

Το σύστημα (1.2)-(1.3) περιγράφεται επίσης σε μορφή συσκευασμένου πίνακα ως, 

 Σ = 







DC

BA
 (1.6)
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Ένα σύστημα μίας εισόδου-μίας εξόδου στη μορφή (1.1) εύκολα (;) μετασχηματίζε-
ται σε αναπαράσταση χώρου κατάστασης {(1.2)-(1.3)} αν θέσουμε, 
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Το προκύπτον σύστημα είναι, 

  )(0)(100)(

)()(

10

01

00

)( 1

0

1

1

0

trtxty

tr

b

b

b

tx

a

a

a

tx

mn





























































 

Η επιλογή των μεταβλητών κατάστασης είναι σημαντική για την σωστή αναπαρά-
σταση του συστήματος, καθώς θα πρέπει να επιλεγούν έτσι ώστε το σύστημα να 
προσδιορίζεται εντελώς κάθε χρονική στιγμή t όταν ξέρουμε την ιστορία των εισό-
δων {u(τ), 0≤τ≤t} και την τωρινή και αρχική τιμή των μεταβλητών καταστάσεων 
x(0) και x(t).  Η ενδιάμεση μετεξέλιξη του συστήματος την περίοδο 0<τ<t έχει κατα-
γραφεί στις μεταβλητές κατάστασης.  Πιο συγκεκριμένα μπορούμε να διατυπώσουμε 
τον ακόλουθο ορισμό: 

Ορισμός 1.1  Οι μεταβλητές κατάστασης x1(t), x2(t), ..., xn(t) ενός συστήματος ορίζο-
νται ως ένας (ελάχιστος) αριθμός μεταβλητών τέτοιων ώστε αν γνωρίζουμε τις τιμές 
τους για οποιαδήποτε χρονική στιγμή t0, την συνάρτηση εισόδου που εφαρμόζεται 
στο σύστημα για t>t0, και τον μαθηματικό νόμο που συνδέει την είσοδο, τις μετα-
βλητές κατάστασης και το σύστημα, τότε καθίσταται δυνατός ο προσδιορισμός της 
κατάστασης του συστήματος για οποιαδήποτε χρονική στιγμή t>t0. 

Η κατάστρωση των εξισώσεων (1.2)-(1.3) απαιτεί γνώση των φυσικών νόμων που 
διέπουν τις διαδικασίες του συστήματος, γνώση που δεν είναι πάντα διαθέσιμη στον 
μηχανικό Αυτομάτου Ελέγχου.  Για το λόγο αυτό είναι απαραίτητη η διεπιστημονική 
προσέγγιση στο στάδιο της κατάστρωσης του μαθηματικού υποδείγματος.  Μια μι-
κρή ιδέα της διαδικασίας αυτής μπορούμε να πάρουμε με τα παραδείγματα που πα-
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ρατίθενται στο ειδικό κεφάλαιο. 

1.1.2 Αναπαράσταση στο πεδίο της συχνότητας 

Οι εξισώσεις (1.1) και (1.2)-(1.3) εκφράζουν το μαθηματικό υπόδειγμα των συστη-
μάτων στο πεδίο του χρόνου.  Στα Συστήματα Αυτομάτου Ελέγχου είναι εξίσου ση-
μαντική και η αναπαράσταση τους στο πεδίο της συχνότητας καθώς τα σήματα που 
τα διατρέχουν εμφανίζονται σε διαφορετικές συχνότητες.  Η μετάβαση από την μία 
μορφή στην άλλη είναι σχετικά απλή μέσω του γνωστού μετασχηματισμού Laplace. 

Μετασχηματίζοντας κατά Laplace και τα δύο μέλη της (1.1) παίρνουμε, 
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καλείται συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος.  Αν οι αρχικές συνθήκες του συ-
στήματος είναι μηδενικές, ο όρος c(s) είναι μηδενικός, οπότε η (1.7) καταλήγει στην, 

 Y(s)=G(s)R(s) (1.9)

Το πολυμεταβλητό σύστημα, 

 x (t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=0 

 y(t)=Cx(t)+Du(t) 

μπορεί να μετασχηματιστεί κατά Laplace παρόμοια.  Η μόνη διαφορά είναι ότι στη 
θέση της βαθμωτής συνάρτησης μεταφοράς προκύπτει ένας πίνακας συναρτήσεων 
μεταφοράς. 

Θεωρώντας λοιπόν μηδενικές αρχικές συνθήκες, ο μετασχηματισμός Laplace των 
(1.2)-(1.3) δίνει, 

(sI−A)X(s)=BU(s) X(s)= (sI−A)−1BU(s) 

Y(s)=CX(s)+DU(s) 

υποθέτοντας ότι ο (sI−A) είναι αντιστρέψιμος.  Επομένως, αντικαθιστώντας την X(s) 
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παίρνουμε, 

 Y(s)=[C(sI−A)−1B+D]U(s) (1.10)

όπου ο πίνακας μεταφοράς (transfer matrix) είναι, 

 G(s)=[C(sI−A)−1B+D] (1.11)

Η διάσταση του G(s) είναι mr. 

Η μορφή του G(s) είναι, 
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όπου τα gij(s) είναι βαθμωτές συναρτήσεις της μορφής, 
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Ορισμός 1.2  H βαθμωτή συνάρτηση μεταφοράς gij(s) καλείται ρητή πραγματική 
συνάρτηση.  Περαιτέρω αν nij≥mij η συνάρτηση καλείται πρέπουσα ενώ αν nij>mij 
καλείται αυστηρά πρέπουσα.  Παρόμοια ο πίνακας μεταφοράς G(s) καλείται ρητός 
πραγματικός αν όλες οι gij(s) είναι ρητές πραγματικές, και πρέπων ή αυστηρά πρέπων 
αν όλες οι gij(s) είναι πρέπουσες ή αυστηρά πρέπουσες. 

Από τον ορισμό προκύπτει ευθέως ότι αν μία βαθμωτή συνάρτηση είναι πρέπουσα, 
τότε το, 

)(ορ sg
s 

 υπάρχει στο  

ενώ αν είναι αυστηρά πρέπουσα, 

)(ορ sg
s 

=0 

Λόγω της (1.11) κάθε πίνακας συνάρτησης μεταφοράς είναι ρητός πραγματικός και 
πρέπων, αφού, 
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και ο πίνακας adj(sI−A) αποτελείται από πραγματικές συναρτήσεις βαθμού <n, ενώ 
βαθμός[det(sI−A)]=n. 

1.1.2.1 Πόλοι και μηδενικά 

Πόλοι και μηδενικά καλούνται στην ορολογία των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου 
οι ρίζες του αριθμητή και του παρανομαστή της συνάρτησης μεταφοράς.  Στην περί-
πτωση συστημάτων μίας εισόδου-μίας εξόδου ο ορισμός αυτός είναι προφανής, αλλά 
για τα πολυμεταβλητά συστήματα όπου έχουμε να κάνουμε με πίνακες μεταφοράς 
χρειαζόμαστε έναν επιπλέον μηχανισμό, την μορφή Smith-McMillan. 

Έστω λοιπόν ο πίνακας μεταφοράς G(s)m r και έστω d(s) το ελάχιστο κοινό πολλα-
πλάσιο μονικό πολυώνυμο των παρανομαστών της G(s).  Δηλαδή, 

 G(s)= Ν(s)/d(s) (1.12)

όπου ο πολυωνυμικός πίνακας N(s) μπορεί να γραφτεί σαν, 
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με, 

Λ(s)=διαγ(λ1(s), …, λn(s)) 

n = βαθμός(Ν(s)) 

    = ο μέγιστος δυνατός βαθμός του N(s) για τουλάχιστον έναν μιγαδικό s 

Τα πολυώνυμα λi(s) είναι μοναδικά μονικά πολυώνυμα, τέτοια ώστε, 

(i) λi(s)| λi+1(s) για i=1, …, n−1. 

(ii) 
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  για i=1, …, n−1, όπου Di(s) είναι ο μονικός μέγιστος κοι-

νός διαιρέτης όλων των μη μηδενικών υποριζουσών τάξης i του N(s) με 
D0(s)=1. 

Αντικαθιστώντας την (1.12) στην (1.13) παίρνουμε, 
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 , έχοντας κάνει τις σχετικές απαλοιφές των κοινών όρων. 
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Είμαστε τώρα σε θέση να δώσουμε τους ακόλουθους ορισμούς: 

Ορισμός 1.3  Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο χ(s) του πίνακα συνάρτησης μεταφο-
ράς G(s) ορίζεται ως, 

χ(s)=ψ1(s) ψ2(s)… ψn(s) 

όπου τα ψi(s) είναι τα πολυώνυμα των παρανομαστών της μορφής Smith-McMillan. 

Ορισμός 1.4  Ο αριθμός  i i s)(βαθμός  καλείται βαθμός McMillan του G(s). 

Ορισμός 1.5  Οι πόλοι του πίνακα συνάρτησης μεταφοράς G(s) είναι οι ρίζες του 
χαρακτηριστικού πολυώνυμου. 

Ορισμός 1.6  Το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο πολυώνυμο των εi(s), pz(s), καλείται 
μηδενικό πολυώνυμο του G(s). 

Ορισμός 1.7  Οι ρίζες του μηδενικού πολυώνυμου καλούνται μηδενικά μετάδοσης 
(transmission zeros) του G(s). 

Ορισμός 1.8  Ένας μιγαδικός αριθμός z0 καλείται μηδενικό φραγής (blocking zero) 
αν G(z0)=0. 

Από τους παραπάνω ορισμούς βλέπουμε ότι υπάρχει μία διαφορά σε ότι αφορά στα 
μηδενικά ανάμεσα στα βαθμωτά και πολυμεταβλητά συστήματα.  Μπορεί ν’ αποδει-
χθεί ότι ένας μιγαδικός αριθμός z0 είναι μηδενικό μετάδοσης αν και μόνον αν υπάρχει 
u0≠0 τέτοιο ώστε G(z0)u0=0. 

Παράδειγμα 1.1  Έστω, 
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Ας θέσουμε τον SN(s) σε μορφή Smith, 

D0(s)=1 

D1(s)=μ.κ.δ.{s, s(s+1)2, 2s(s+1)2, −s(s+1)2}=s 
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D2(s)=μ.κ.δ. 
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Επομένως τα λi(s) είναι, 
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και τέλος η μορφή Smith-McMillan υπολογίζεται ως, 
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Οι πόλοι της G(s) είναι οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου, 

χ(s)=ψ1(s)ψ2(s)= (s+1)2(s+2)4 

δηλαδή δύο πόλοι στο −1 και τέσσερις πόλοι στο −2, ενώ υπάρχει και ένα μηδενικό 
μεταφοράς στο 0 (μηδενικό πολυώνυμο pz(s)=ε1(s)ε2(s)=s). 

1.1.3 Μετάβαση από το πεδίο της συχνότητας στο πεδίο του χρόνου 

Δοθείσης της αναπαράστασης του χώρου κατάστασης στο πεδίο του χρόνου, (1.2)-
(1.3), είναι θεωρητικά απλό να μεταβούμε στην αναπαράσταση στο πεδίο της συχνό-
τητας (1.10) (αν και η αντιστροφή του (sI−A) δεν είναι υπολογιστικά εύκολη – ας 
όψεται το MATLAB).  Η αντίστροφη διαδικασία δεν είναι όμως προφανής, ιδιαίτερα 
όταν επιθυμούμε οι προκύπτοντες πίνακες να έχουν συγκεκριμένη δομή, για παρα-
δειγμα να είναι ελάχιστης πραγμάτωσης.  Αυτό θα το περιγράψουμε στην ενότητα  
2.3.3. Προς το παρόν θα περιγραφεί μία μέθοδος που υπολογίζει μία «ικανοποιητική» 
δομή. 

Ας γράψουμε την G(s) σε μορφή στηλών ως, 
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G(s)=[g1(s), g2(s), …, gr(s)] 

όπου κάθε στήλη εκφράζεται ως, 

i
i

i
i sd

sn
sg 

)(

)(
)(  

όπου di(s) είναι το κοινό (μονικό) πολυώνυμο των παρανομαστών του gi(s), 

iii k
i

k
i

k
i dsdssd   11)(  

ni(s) είναι ένα διάνυσμα πολυωνύμων, με βαθμούς μικρότερους των ki, και δi ένα διά-
νυσμα σταθερών.  Έστω το j-στό στοιχείο του ni(s), 

iii k
ji

k
ji

k
jiji vsvsvsv   221)(  

Στη συνέχεια σχηματίζουμε τους ακόλουθους πίνακες: 
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Μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι η τετράδα (Ai, Bi, Ci, δi) είναι μία πραγμάτωση της gi(s).  
Συνεπάγεται ότι μία πραγμάτωση του G(s) δίνεται από την τετράδα (A, B, C, D) ό-
που, 

Α=διαγ{Α1, Α2, …, Αr}, B=διαγ{B1, B2, …, Br} 

C=διαγ{C1, C2, …, Cr}, D=διαγ{δ1, δ2, …, δr} 

1.2 Διαγραμματική αναπαράσταση 
Η μελέτη των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου επικουρείται από δομικά διαγράμμα-
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τα, δηλαδή σχηματικές αναπαραστάσεις των μαθηματικών εξαρτήσεων αλλά και της 
ροής της πληροφορίας (δηλ. των σημάτων). 

Το στοιχειώδες τμήμα ενός δομικού διαγράμματος φαίνεται στο Σχ. 1.4, και δεν είναι 
τιποτ’ άλλο από την σχηματική εκδοχή της εξίσωσης (1.9), 

y(s)=G(s)r(s) 

y(s)
G(s)

r(s) 

 

Σχήμα 1.4  Στοιχειώδες δομικό διάγραμμα συνάρτησης μεταφοράς 

Κάποιοι συγγραφείς σχεδιάζουν το Σχ. 1.4 με αντίστροφη φορά βελών, δηλαδή, 

y(s) 
G(s)

r(s)
 

Σχήμα 1.5  Εναλλακτικό στοιχειώδες δομικό διάγραμμα 

Ο λόγος είναι ότι επειδή ο πολλαπλασιασμός πινάκων δεν είναι αντιμεταθετικός, 
δηλαδή, G(s)r(s)≠r(s)G(s) (όταν και οι δύο πολλαπλασιασμοί επιτρέπονται από τις 
διαστάσεις των G, r), το Σχ. 1.5 δηλώνει την πράξη y(s)=G(s)r(s) (η G(s) εξ αρι-
στερών του r(s)) ενώ το Σχ. 1.4 την y(s)=r(s)G(s) (η G(s) εκ δεξιών του r(s)).  
Επειδή στην θεωρία που πραγματευόμαστε η δεύτερη περίπτωση απαντάται σπανίως, 
και επίσης υπάρχει και η παράδοση του Σχ. 1.4, θα χρησιμοποιήσουμε την μορφή 
αυτή.  

Πιο πολύπλοκες συνδέσεις κατασκευάζονται με τη συνένωση στοιχειωδών τμημάτων 
είτε σε σειρά είτε σε διάταξη ανατροφοδότησης: 

(α)  Σύνδεση σε σειρά 

R (s )  X(s )  

C (s )  G(s )
Y(s )  R (s )  Y(s )  

C (s )G(s )  
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(β)  Σύνδεση σε διάταξη ανατροφοδότησης 

R(s) Y(s)

G(s) 

R(s) Y(s) 

)()(1

)(

sHsG

sG



H(s) 

± 

 

Σχήμα 1.6   

Στη μελέτη των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου χρησιμοποιούμε τυποποιημένα δια-
γράμματα, τα οποία αναπαριστούν κάθε δυνατό φυσικό σύστημα που περιγράφεται 
από τις εξισώσεις (1.1) και (1.2)-(1.3).  Το «κλασσικό» διάγραμμα φαίνεται στο Σχ. 
1.7. 

do 

G K

r 

- u 

n 

d i  

en yd 

e

- 

yn 

P 

v yG

 

Σχήμα  1.7  Κλασσικό σύστημα ρύθμισης δύο βαθμών ελευθερίας (μη σταθμισμένο). 

Στο σχήμα αυτό απεικονίζονται όλα τα συστατικά ενός συστήματος αυτομάτου ελέγ-
χου. 

Γνωστά δεδομένα: 

Η συνάρτηση G(s), που είναι το μαθηματικό υπόδειγμα της υπό έλεγχο διαδικασίας. 

Η είσοδος r(s) που συμβολίζει την επιθυμητή συμπεριφορά της G. 

Μερικώς γνωστά ή άγνωστα δεδομένα: 

Ο θόρυβος των μετρήσεων n(s) (είσοδος). 

Οι διαταραχές στην είσοδο (δηλαδή στον επενεργητή, που θεωρούμε τμήμα της ε-
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γκατάστασης) και έξοδο της εγκατάστασης, di(s), do(s) (είσοδοι). 

Ζητούμενα: 

Ο ελεγκτής Κ(s), έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι προδιαγραφές λειτουργίας (κυρίως), 
και δευτερευόντως ο προελεγκτής P(s) (για τη ρύθμιση του σφάλματος σταθερής κα-
τάστασης). 

Είναι σχετικά απλό να υπολογίσουμε ότι το Σχ. 1.7 είναι το διαγραμματικό ισοδύνα-
μο των σχέσεων, 

e=(I+GK)−1[I+GK(I−P)]r−(I+GK)−1do−(I+GK)−1Gdi−(I+GK)−1GKn 

u=(I+KG)−1KPr−(I+KG)−1Kdo−(I+KG)−1KGdi−(I+KG)−1Kn 

(λεπτομέρειες στην Ενότητα 3.1). 

Στον έλεγχο ελάχιστης νόρμας (για συστήματα χωρίς αβεβαιότητα) χρησιμοποιούμε 
ένα εναλλακτικό, ισοδύναμο διάγραμμα, που απεικονίζει καλύτερα την φιλοσοφία 
της συγκεκριμένης προσέγγισης, το διάγραμμα δύο θυρών (Σχ. 1.8). 
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Σχήμα 1.8  Δομικό διάγραμμα δύο θυρών 

όπου, 
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 ,,,  

και z οι μεταβλητές εξόδου που θέλουμε να ρυθμίσουμε, w οι εξωγενείς είσοδοι, y οι 
είσοδοι στον ελεγκτή και u το σήμα ελέγχου (έξοδος του ελεγκτή).  

Το Σχ. 1.8 δεν είναι τίποτ’ άλλο από την σχηματική παράσταση των μαθηματικών 
σχέσεων, 
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 u(s)=K(s)y(s) (1.15)

Η μετάβαση από την αναπαράσταση του Σχ. 1.7 σε αυτήν του Σχ. 1.8 θα περιγραφεί 
στην Ενότητα 4.2.4. 

Τέλος, στην ανάλυση και σύνθεση συστημάτων με αβεβαιότητα χρησιμοποιείται μία 
επέκταση του διαγράμματος δύο θυρών που φαίνεται στο Σχ. 1.9. 

 

Κ 

P 
z w 

u y 

Δ 

 

Σχήμα 1.9  Διάγραμμα δύο θυρών για σύστημα με αβεβαιότητα 

Στο σχήμα αυτό το τετράγωνο Δ εσωκλείει κάθε αβεβαιότητα που θέλουμε να λά-
βουμε υπ’ όψη μας στο σύστημα P.  Συγκεκριμένες δομές για το κομμάτι αυτό θα 
δούμε στην Ενότητα 5.2. 
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Κεφάλαιο 2 

∆υναμικά συστήματα 

2.1 Μετασχηματισμοί κατάστασης 
Έστω πάλι το γραμμικό, χρονικά αμετάβλητο, δυναμικό σύστημα, 

 x (t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0 (1.2) 

 y(t)=Cx(t)+Du(t) (1.3)

και ένας ομαλός nn  πίνακας Μ.  Το διάνυσμα, 

z=Mx 

καλείται μετασχηματισμένο διάνυσμα κατάστασης. 

Μπορούμε εύκολα να μετασχηματίσουμε το σύστημα (1.2)-(1.3) έτσι ώστε να έχουμε 
τις εξισώσεις κατάστασης ως προς z. Στην πραγματικότητα το z δεν είναι τίποτα άλλο 
παρά ένας γραμμικός συνδυασμός των αρχικών καταστάσεων.  Έχουμε:  

xMz   =M(Ax+Bu)=Max+MBu 

Όμως, 

x=M−1z  

και αντικαθιστώντας, 

z=MAM−1z+MBU 

y=CM −1z 

Ορίζοντας τους μετασχηματισμένους πίνακες, 

Â=MAM−1 

B̂ =MB 

Ĉ =CM−1 
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λαμβάνουμε τις μετασχηματισμένες εξισώσεις κατάστασης: 

uBzAz ˆˆ   

zCy ˆ  

Προσέξτε ότι οι πίνακες Α και Â  έχουν πάντα τις ίδιες ιδιοτιμές και συνεπώς ο μετα-
σχηματισμός Μ δεν αλλάζει τα δυναμικά χαρακτηριστικά του συστήματος. 

2.1.1 Διαγώνιος μετασχηματισμός 

Ένας ιδιαίτερα χρήσιμος μετασχηματισμός είναι αυτός που θέτει έναν τετραγωνικό 
πίνακα σε διαγώνιο μορφή.  Ας θεωρήσουμε λοιπόν έναν πίνακα Α(nn), τον πίνακα 
των δεξιών ιδιοδιανυσμάτων του W, και τον πίνακα των ιδιοτιμών Λ=διαγ(λ1, λ2, ..., 
λn).  Ας υποθέσουμε κατ’ αρχήν λi λj.  Τότε ο πίνακας W είναι αντιστρέψιμος και 
ισχύει: 

A=WΛW−1 

Έστω τώρα ότι επιλέγουμε τον μετασχηματισμό M=W−1.  Ο μετασχηματισμένος 
πίνακας του συστήματος είναι, 

Â=W−1AW=W−1(WΛW−1)W=Λ 

δηλαδή ο διαγώνιος πίνακας των ιδιοτιμών.  Οι μετασχηματισμένοι πίνακες εισόδων 
και εξόδων είναι, 

BWB 1ˆ   και CWC ˆ  

Αν τις μετασχηματισμένες καταστάσεις τις καλέσουμε ξ θα έχουμε: 

uBΛξξ ˆ  

ξCy ˆ  

Οι καταστάσεις ξ καλούνται αποσυζευγμένες καταστάσεις (decoupled states) και 
έχουν την βασική ιδιότητα ότι η συμπεριφορά τους είναι ανεξάρτητη από τις υπόλοι-
πες: σε κάθε διακεκριμένη ιδιοτιμή λk αντιστοιχεί και μία διαγώνια κατάσταση. 

Αν τώρα οι ιδιοτιμές δεν είναι διακεκριμένες και δεν μπορούν να βρεθούν n γραμμι-
κά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα, τότε ισχύει το ακόλουθο θεώρημα: 

Θεώρημα 2.1 Έστω ο (nn) πίνακας Α με k διακεκριμένες ιδιοτιμές λ1, λ2, ..., λk, κά-
θε μία από τις οποίες έχει πολλαπλότητα mi.  Τότε μπορούμε πάντα να βρούμε έναν 
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ομαλό πίνακα  W, διαμερισμένο ως, 

W=[W1  W2 ... Wk] 

τέτοιον ώστε, 

 A=WJW−1 (2.1)

όπου, 

J=διαγ[J1   J2  . . .   Jk] 

Οι πίνακες Wi, Ji είναι διαστάσεων (mimi).  Οι στήλες των Wi αποτελούν μία ειδικά 
επιλεγμένη βάση του μηδενικού χώρου  i, i=1, ..., k.  Οι πίνακες Ji μπορούν πε-

ραιτέρω να υποδιαμεριστούν ως, 

  
iiliii JJJJ 21  (2.2)

όπου κάθε υποπίνακας Jij είναι της μορφής, 
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Ο πίνακας J καλείται κανονική μορφή Jordan του πίνακα Α. 

Ο υπολογισμός του πίνακα W επιτυγχάνεται ως εξής: 

Κατ’ αρχήν παρατηρούμε ότι από την (2.1) προκύπτει ότι, 

 AW=WJ (2.3)

Ας παραστήσουμε τις στήλες του W ως q1, q2, ..., qn.  Τότε από τη μορφή του J και 
την (2.3) προκύπτει ότι, 

 Aqi=λqi+γ iqi−1 (2.4)

όπου το γi είναι 0 ή 1, ανάλογα με τον J.  Ας υποδιαμερίσουμε τον Wi παρόμοια με 
τον υποδιαμερισμό (2.2), ως, 

 
iiliii WWWW 21  

Τότε ο αριθμός γi είναι 0 όταν η αντίστοιχη στήλη qi του W είναι η πρώτη στήλη ενός 
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υποδιαμερίσματος.   Από την (2.4) προκύπτει ότι στην περίπτωση αυτή το qi είναι 
ιδιοδιάνυσμα του Α, άρα οι πρώτες στήλες κάθε υποδιαμερίσματος είναι τα ιδιοδια-
νύσματα του Α.  Οι υπόλοιπες στήλες ακολουθούν από την (2.4) με γi=1.  Αυτές οι 
επόμενες στήλες καλούνται γενικευμένα ιδιοδιανύσματα του Α.  Η διαδικασία στα-
ματά όταν η (2.4) δεν έχει λύση. 

2.2 Επίλυση γραμμικών συστημάτων 
Έστω το γραμμικό, μη ομογενές, δυναμικό σύστημα, 

 x (t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0 (1.2) 

Για την επίλυση της εξίσωσης αυτής θα χρησιμοποιήσουμε την εκθετική συνάρτηση 
πίνακα eA που ορίζεται αντίστοιχα με την βαθμωτή εκθετική συνάρτηση eα, 

 32

!3

1

!2

1
AAAIeA  

Μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι η σειρά αυτή συγκλίνει για κάθε τετραγωνικό πίνακα Α. 

Συλλέγοντας τους όρους που περιέχουν το x(t) αριστερά και πολλαπλασιάζοντας και 
τα δύο μέλη με e−At, βρίσκουμε: 

   
cBuetxe

tBuetxe
t

tBuetAxtxe

t AτAt

AtAtAtAt





 



0
d)()(

)()(
d

d
)()()(
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 τττ d)()(
0

)(
0   t tAAt Buexetx  (2.5)

Ο πίνακας, 

Φ(t)=eAt 

καλείται πίνακας μετάβασης από την αρχική στιγμή t0=0 στην χρονική στιγμή t.  
Υπολογίζεται (σχετικά) εύκολα με την χρήση του διαγώνιου μετασχηματισμού της 
προηγούμενης ενότητας: 

2.2.1 Γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα 

Αν οι ιδιοτιμές του Α είναι διακεκριμένες ή δεν είναι αλλά μπορεί να βρεθεί ένα σύ-
νολο γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανυσμάτων, 

 eAt= tWWe )( 1Λ =WeΛ tW−1=Φ(t) (2.6)
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όπου, 
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και W ο πίνακας των δεξιών ιδιοδιανυσμάτων. 

Συνεπώς κάθε φορά θα πρέπει να υπολογίζουμε τον διαγώνιο μετασχηματισμό W, 
τον αντίστροφο W −1, τον πίνακα ιδιοτιμών Λ και μετά να υπολογίζουμε την εκθετική 
παράσταση, eΛt. 

Αν το σύστημα είναι ομογενές, δηλαδή περιγράφεται από την, 

 x (t)=Ax(t), x(0)=x0 

η λύση απλουστεύεται καθώς η (2.5) γίνεται, 

 x(t)=eAtx0 (2.7)

και μετασχηματίζοντάς την σε μορφή Jordan μέσω της x = Wξ, λαμβάνουμε, 

Wξ(t) = eAtWξ0 

ή                  ξ(t)=W−1eAtWξ0=eΛ tξ0 

Η αρχική συνθήκη ξ0 βρίσκεται εύκολα αφού, 

0
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(όπου το T
iv  είναι η i-οστή γραμμή του W −1). 

Έτσι, η (2.7) γίνεται, 
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 (2.8)

Η ανάπτυξη αυτή καλείται αποσύνθεση modal.  Καταδεικνύει τον τρόπο με τον ο-
ποίο η συνολική χρονική απόκριση συντίθεται από ένα άθροισμα επιμέρους αποκρί-
σεων που σχετίζονται με τις ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του συστήματος. 
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Παράδειγμα 2.2 Ας δούμε το παράδειγμα της αναδευόμενης δεξαμενής, 
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  (2.9)

Οι ιδιοτιμές του πίνακα Α είναι: 

λ1=−0,01, λ2=−0,02 

ενώ τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα, 

w1=[1  0]T, w2=[0  1]T 

Έτσι, η (2.6) δίνει, 

eAt=WeΛ tW−1= 











t

t

e

e
02,0

01,0

0

0
 

ενώ η λύση (2.5) είναι, 
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)

Ας δούμε κάποιες αποκρίσεις για μηδενικές αρχικές συνθήκες και διάφορες τιμές της 
εισόδου u(t). 

A. Βηματική συνάρτηση u(t)=[0,002   0,002]T m3/s.  Η (2.10) γίνεται, 
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)

Όπως φαίνεται από την (2.11) οι αποκρίσεις τείνουν σε μια σταθερή τιμή ενώ οι εκ-
θέτες των εκθετικών όρων είναι οι ιδιοτιμές του Α.  Το γεγονός ότι είναι αρνητικές 
είναι ο λόγος που οι αποκρίσεις είναι πεπερασμένες.  Η παρατήρηση αυτή θα γενι-
κευθεί στην ενότητα περί σταθερότητας. 

Η γραφική αναπαράσταση των αποκρίσεων φαίνονται στο Σχ. 2.10, όπου παρατίθε-
νται οι αποκρίσεις για κάθε είσοδο ξεχωριστά (βλέπε Εξ. (2.10)) και οι συνολικές. 
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Σχήμα 2.10  Χρονικές αποκρίσεις σε βηματική είσοδο 

Β. Αρμονική είσοδος u(t)=0,002[ημ(20πt)  ημ(20πt)]. 

Στην περίπτωση αυτή η (2.10) γίνεται, 
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Η τελευταία σχέση δείχνει ότι οι αποκρίσεις "καταλήγουν" σε μία αρμονική απόκρι-
ση αφού η επίδραση των εκθετικών όρων έχει εξασθενήσει.  Τα ευρήματα μας επιβε-
βαιώνονται από τα γραφήματα του Σχ. 2.11. 
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Σχήμα 2.11  Χρονικές αποκρίσεις σε αρμονική είσοδο 

2.2.2 Γραμμικά εξαρτημένα ιδιοδιανύσματα 

Αν οι ιδιοτιμές του Α δεν είναι διακεκριμένες τότε το σύστημα μπορεί να τεθεί σε 
μορφή Jordan μέσω του μετασχηματισμού 2.1, 

 A=WJW−1 

όπου, 

J=διαγ[J1   J2  . . .   Jk] 

Έστω ότι ο Α έχει k διακεκριμένες ιδιοτιμές, λ1, λ2, …, λk με πολλαπλότητες mi.  Τότε, 

eAt=TeJtT−1 

 tJtJtJJt keeee 21διαγ  





 tJtJtJtJ iiliii eeee 21διαγ  
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όπου nij είναι η διάσταση του Jij. 

2.3 Ιδιότητες συστημάτων 

2.3.1 Ελεγξιμότητα 

Θεωρούμε το προαναφερθέν σύστημα, 

 x (t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0 (1.2)

Ορισμός 2.9   Ένα σύστημα καλείται πλήρως ελέγξιμο (completely controllable) αν 
δεδομένων των αρχικών συνθηκών κατάστασης x0 και μιας επιθυμητής τιμής κατα-
στάσεων x*(t), μπορούμε πάντα να βρούμε κατάλληλες και πεπερασμένες τιμές ελέγ-
χου u(t) ώστε το σύστημα να φθάσει στην επιθυμητή τιμή σε πεπερασμένο χρόνο t 
<. 

Ορισμός 2.10  Ο Γραμιανός2 ελεγξιμότητας ορίζεται ως, 

 Wc(0, t)=Wc(t)= 
t

tAtA eBBe
0

)(T)( d
T

  (2.12)

Θεώρημα 2.2  Το σύστημα (1.2) είναι πλήρως ελέγξιμο αν και μόνον αν ο nnr πί-
νακας ελεγξιμότητας, 

Γ=[ B ¦ ΑΒ ¦ ... ¦  Αn−1B] 

είναι πλήρους βαθμού, δηλαδή  βαθμός(Γ) = n. 

2.3.2 Παρατηρησιμότητα 

Ορισμός 2.11  Ένα σύστημα καλείται πλήρως παρατηρήσιμο (completely 
οbservable) αν γνωρίζοντας τις τιμές των εξόδων y(t) και εισόδων u(t) για ένα πεπε-
ρασμένο χρονικό διάστημα t, 0<t< τότε μπορούμε να ανακτήσουμε τις τιμές των 

                                           
2 Gramian: από τον μαθηματικό Gram, δες βιογραφίες. 
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μεταβλητών κατάστασης x(t) για οποιαδήποτε χρονική στιγμή του διαστήματος [0, t]. 

Αυτό σημαίνει ότι παρατηρώντας τις σχέσεις του συστήματος με το περιβάλλον (εί-
σοδοι-έξοδοι) μπορούμε να υπολογίσουμε την εσωτερική συμπεριφορά του συστή-
ματος. 

Θεώρημα 2.3  Ένα σύστημα είναι πλήρως παρατηρήσιμο αν και μόνον αν ο nmn  
πίνακας παρατηρησιμότητας, 



























1nCA

.

.

CA

CA

C

Θ  

είναι πλήρους βαθμού, δηλαδή βαθμός[Θ]=n. 

Η ελεγξιμότητα και η παρατηρησιμότητα είναι έννοιες δυϊκές.  Αυτό σημαίνει ότι αν 
έχουμε τα συστήματα (Σ1), (Σ2): 

(Σ1) 
x (t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0 

y(t)=Cx(t) 

και, 

(Σ2) 
x (t)=ATx(t)+CTu(t), x(0)=x0 

y(t)=BTx(t) 

τότε οι ακόλουθες ιδιότητες ισχύουν ταυτόχρονα: 

Σ1 Σ2 

ελεγξιμότητα παρατηρησιμότητα 

παρατηρησιμότητα ελεγξιμότητα 

2.3.3 Ελάχιστες πραγματώσεις 

Ας εξετάσουμε το τυπικό σύστημα, 

 x (t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0 (1.2) 

 y(t)=Cx(t)+Du(t) (1.3)
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που εκκινεί από ακινησία δηλαδή x(0)=0.  Η σχέση εισόδου-εξόδου για το σύστημα 
αυτό δίνεται από την σχέση, 

 )(d)()(
0

)( tDuuCety
t

tA   
 (2.13)

Αν θεωρήσουμε ότι η σχέση (2.13), δηλαδή η απεικόνιση εισόδου-εξόδου, είναι το 
ουσιαστικό αντικείμενο της μελέτης μας, τότε το σύστημα χώρου κατάστασης είναι 
απλά μία πραγμάτωση αυτής της απεικόνισης, δηλαδή ένας τρόπος να ορισθεί αυτή η 
απεικόνιση με όρους μίας διανυσματικής διαφορικής εξίσωσης πρώτης τάξης. 

Ορισμός 2.12  Δύο πραγματώσεις είναι ισοδύναμες αν, 

)(d)(
0

)( tDuuCe
t

tA    = )(d)( 1
0

1
)(

1
1 tuDueC

t
tA     

για όλες τις συναρτήσεις εισόδου u(t), t≥0. 

Θεώρημα 2.4  Δύο πραγματώσεις (A, B, C, D), (A1, B1, C1, D1) είναι ισοδύναμες αν 
και μόνον αν D=D1 και, 

CeAtB=C1
tAe 1 B1,  t≥0. 

Ορισμός 2.13  Η πραγμάτωση  (A, B, C, D) καλείται ελάχιστη αν δεν υπάρχει ισοδύ-
ναμη πραγμάτωση μικρότερης τάξης. 

Θεώρημα 2.5  H  (A, B, C, D) είναι ελάχιστη πραγμάτωση αν και μόνον αν το ζεύγος 
(C, A) είναι παρατηρήσιμο και το (A, B) ελέγξιμο. 

Το Θεώρημα 2.5 μας δίνει και την διαδικασία εύρεσης μίας ελάχιστης πραγμάτωσης.  
Αν η αρχική πραγμάτωση είναι σε μορφή χώρου κατάστασης, έστω  (A, B, C, D), 
τότε μέσω της αποσύνθεσης Kalman μπορούμε να μετασχηματίσουμε το σύστημα 
σε μορφή ελάχιστης πραγμάτωσης.  Η διαδικασία αυτή είναι ως ακολούθως: 

Κατασκευάζεται ένας πίνακας μετασχηματισμού, 

 ococcooc TTT   

του οποίου οι υποπίνακες ορίζονται ως ακολούθως: 

1. Οι στήλες του oc  αποτελούν μία βάση του υποχώρου που είναι ελέγξιμος και 
μη παρατηρήσιμος. 

2. Ο co  είναι το συμπλήρωμα του oc  στον ελέγξιμο υποχώρο, δηλαδή οι στήλες 
του είναι βάση του υποχώρου που είναι ελέγξιμος και παρατηρήσιμος. 

3. Ο oc  είναι το συμπλήρωμα του oc  στον μη παρατηρήσιμο υποχώρο, δηλαδή 



© Α. Πουλιέζος© Α. Πουλιέζος

Α. Πουλιέζος Έλεγχος ελάχιστης νόρμας

 

39 

οι στήλες του είναι βάση του υποχώρου που είναι μη ελέγξιμος και μη παρατη-
ρήσιμος. 

4. Ο oc  είναι το συμπλήρωμα του  occooc TT  έτσι ώστε ο Τ να είναι αντι-
στρέψιμος, δηλαδή οι στήλες του είναι βάση του υποχώρου που είναι μη ελέγξι-
μος και παρατηρήσιμος. 

(Σημείωση: κάποιοι από τους παραπάνω υποπίνακες μπορεί να είναι μηδενικής διά-

στασης
.
 αυτό εξαρτάται από τη φύση του συστήματος). 

Στη συνέχεια εκτελούμε τον μετασχηματισμό ομοιότητας, 

(Α, Β, C, D)→(T−1AT, T−1B, CT, D) → ),ˆ,ˆ,ˆ( DC  

όπου μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι οι πίνακες ),ˆ,ˆ,ˆ( DC  είναι της μορφής, 
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Το μετασχηματισμένο σύστημα αναπαρίσταται εύγλωττα από το διάγραμμα του Σχ. 
2.12. 
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Σχήμα 2.12  Αποσύνθεση Kalman 

Έτσι η ελάχιστη πραγμάτωση αποτελείται βασικά από το (υπο)σύστημα Σco. 

2.3.4 Ευστάθεια 

Υπάρχουν διάφοροι ορισμοί για την ευστάθεια, αυτό όμως που ενδιαφέρει πρακτικά 
είναι η κατάσταση x(t) του συστήματος να μην «εκρήγνυται».  Αυτό πρέπει να ισχύει 
τόσο για αυτόνομη κίνηση (u(t)=0) όσο και για βεβιασμένη (u(t)0).  Η πρώτη α-
παίτηση καλείται ασυμπτωτική ευστάθεια (asymptotic stability) ενώ η δεύτερη ευ-
στάθεια φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου (ΒΙΒΟ stability). 

Ορισμός 2.14  Το σημείο x0 είναι σημείο ισορροπίας της διαφορικής εξίσωσης, 

x (t)=f(x(t)) 

αν και μόνον αν, 

0=f(x0) 

Για το γραμμικό σύστημα x (t)=Ax(t) ένα προφανές σημείο ισορροπίας είναι το 
x*(t)=0, αφού απαιτείται Ax(t)=0.  Αν όμως ο Α έχει μηδενικές ιδιοτιμές, τότε υ-
πάρχουν άπειρα μη μηδενικά ιδιοδιανύσματα που ικανοποιούν την εξίσωση ισορρο-
πίας.  Στη συνέχεια, η περίπτωση αυτή δεν θα αντιμετωπισθεί. 

Ορισμός 2.15  Το σύστημα { x (t)=Ax(t), x(0)=x0} καλείται ευσταθές κατά 
Lyapunov γύρω από το σημείο ισορροπίας x*=0, αν για μικρές μετατοπίσεις γύρω 
από x*=0, δηλαδή για αρχικές συνθήκες x0 τέτοιες ώστε, 



© Α. Πουλιέζος© Α. Πουλιέζος

Α. Πουλιέζος Έλεγχος ελάχιστης νόρμας

 

41 

║x0║<δ 

η τροχιά του συστήματος x(t) παραμένει πάντα μέσα σε μια φραγμένη περιοχή του 
x*=0, δηλαδή, 

║x(t)║<ε 

όπου ε = ε(δ) <. 

Ορισμός 2.16 Το σύστημα { x (t)=Ax(t), x(0)=x0} καλείται ασυμπτωτικά ευστα-
θές γύρω από το σημείο ισορροπίας x*=0 αν υπάρχει μια περιοχή δ έτσι ώστε για 
αρχικές συνθήκες εντός αυτής της περιοχής το σύστημα να τείνει πάντα να επιστρέ-
ψει στο x*=0, δηλαδή, 

║x0║<δ 0)(ορ 


tx
t

 

Όταν ένα σύστημα είναι ασυμπτωτικά ευσταθές τότε  είναι και ευσταθές κατά 
Lyapunov. Το αντίστροφο όμως δεν ισχύει γιατί ένα σύστημα μπορεί να παραμένει 
διαρκώς σε μια πεπερασμένη απόσταση γύρω από το σημείο ισορροπίας χωρίς ποτέ 
να το προσεγγίζει ικανοποιητικά (ένα τέτοιο παράδειγμα είναι το είδος της αδιάφο-
ρης ισορροπίας στην μηχανική). 

Θεώρημα 2.6  Το σύστημα { x (t)=Ax(t), x(0)=x0} είναι, 

(α) Ευσταθές κατά Lyapunov αν και μόνον αν Re{λi}≤0 και τα ιδιοδιανύσματα που 
αντιστοιχούν στις μηδενικές ιδιοτιμές είναι διακεκριμένα. 

(β) Ασυμπτωτικά ευσταθές  αν και μόνον αν Re{λi}<0. 

Απόδειξη:  Η λύση του συστήματος δίνεται από την σχέση: 

x(t)=eAtx0 

Το σημείο ισορροπίας είναι το x*=0 (εκτός αν μία λ=0) και χρησιμοποιώντας τον 
διαγώνιο μετασχηματισμό A = W−1Λ W  έχουμε: 

x(t)=W−1eΛ tWx0 

Η λύση x(t) είναι δηλαδή γραμμικός συνδυασμός των χρονικών εκθετικών tie . Είναι 

γνωστό όμως ότι, 0ορ
0




t

t

ieλ  αν και μόνο αν Re(λi)<0. 

Αν τώρα κάθε 0ορ
0




t

t

ieλ , οποιοσδήποτε γραμμικός συνδυασμός θα τείνει επίσης 

στο μηδέν.  Αντίστροφα  αν  ο  γραμμικός  συνδυασμός δεν τείνει στο μηδέν, τότε θα 

υπάρχει  τουλάχιστον  ένας  όρος tieλ που  δεν τείνει στο μηδέν, πράγμα εφικτό μόνο 
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αν Re(λi) > 0, όπερ άτοπο. 

Επειδή η ευστάθεια του συστήματος καθορίζεται από τις ιδιοτιμές του Α, ο πίνακας 
αυτός καλείται πίνακας ευστάθειας του συστήματος (stability matrix).  Ειδικότερα 
αν όλες οι ιδιοτιμές του  ικανοποιούν Re(λi)<0 (δηλαδή είναι ασυμπτωτικά ευσταθής) 
τότε ο πίνακας Α καλείται και Hurwitz. 

Ορισμός 2.17  Έστω  ότι το σύστημα, 

 x (t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0 (1.2)

 y(t)=Cx(t) (1.3)

βρίσκεται σε μηδενικές αρχικές συνθήκες x(0) = 0 και διεγείρεται από πεπερασμένες 
τιμές εισόδου, ║u(t)║<M<∞ για 0<t<∞.  Καλείται ευσταθές φραγμένης εισόδου-
φραγμένης εξόδου αν κάθε απόκριση y(t) είναι επίσης πεπερασμένη, δηλαδή, 

║y(t)║<P<∞ για 0<t<∞ 

Θεώρημα 2.7  Η ευστάθεια φραγμένης-εισόδου φραγμένης εξόδου είναι ισοδύναμη 
με την ασυμπτωτική ευστάθεια ή ισοδύναμα, όταν ένα σύστημα είναι ασυμπτωτικά 
ευσταθές τότε είναι και ευσταθές φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου.  Το αντίθε-
το ισχύει μόνον αν το σύστημα είναι πλήρως ελέγξιμο και παρατηρήσιμο. 

Ορισμός 2.18  Ένα σύστημα είναι εσωτερικά ευσταθές αν κανένα από τα τμήματα 
που το απαρτίζουν δεν περιέχει κρυμμένα modes, και η εφαρμογή φραγμένων εξωτε-
ρικών εισόδων σε οποιοδήποτε σημείο του έχει σαν αποτέλεσμα φραγμένα σήματα 
σε οποιοδήποτε σημείο του. 

Ο τελευταίος αυτός ορισμός είναι ο σπουδαιότερος από άποψη σχεδίασης και αυτός 
που θα χρησιμοποιήσουμε στη συνέχεια, αφού εξασφαλίζει την ομαλή (ευσταθή) 
λειτουργία όλων των μερών ενός διασυνδεδεμένου συστήματος. 

Παράδειγμα 2.3  Έστω το σύστημα του Σχ. 2.13.  

R(s) U(s) Y(s) 
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Σχήμα 2.13  

Η συνάρτηση εισόδου αναφοράς-εξόδου (Y(s)/R(s)) είναι, 



© Α. Πουλιέζος© Α. Πουλιέζος

Α. Πουλιέζος Έλεγχος ελάχιστης νόρμας

 

43 

ks

k

s
s

ss
sk

s
s

ss
sk

GK

GK
sH























)1(
)1(

)1(
)1(

1

)1(
)1(

)1(
)1(

1
)(  

Όπως φαίνεται το σύστημα είναι ευσταθές για k>0.  Όμως αν θεωρήσουμε διαταρα-
χές di και do, 

R(s) U(s) Y(s) 
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η συνάρτηση μεταφοράς διαταραχής εξόδου-σήματος ελέγχου (U(s)/do(s)) είναι, 

))(1(

)1(
)(

kss

sk
sH




  

που είναι ασταθής (πόλος στο s=1).  Έτσι ενώ το σύστημα είναι ευσταθές δεν είναι 
εσωτερικά ευσταθές.  Για να συμβαίνει αυτό πρέπει να εξετάσουμε την απόκριση 
των εσωτερικών σημάτων u, y σε σχέση με τα εξωτερικά σήματα di, do.  Εύκολα βρί-
σκουμε, 

 
U(s)=(Ι+ΚG)−1di−K(Ι+GK)−1do 

Y(s)=G(Ι+ΚG)−1di+(Ι+GK)−1do 

(2.14)

Επομένως για να είναι το σύστημα αυτό εσωτερικά ευσταθές πρέπει και οι τέσσερις 
πίνακες συναρτήσεων μεταφοράς που εμφανίζονται στην (2.14) να είναι ευσταθείς. 

2.3.5 Σταθεροποιησιμότητα 

Σε πρακτικές εφαρμογές είναι αρκετή μια πιο ασθενής ιδιότητα από την ελεγξιμότη-
τα, η σταθεροποιησιμότητα (stabilizability).  Η ιδιότητα αυτή συσχετίζεται με την 
ελεγξιμότητα των ασταθών πόλων. 
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Ορισμός 2.19  Το γραμμικό, χρονικά αμετάβλητο σύστημα, 

 x (t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0 (1.2)

είναι σταθεροποιήσιμο αν ο ασταθής υποχώρος του περιέχεται στον ελέγξιμο υποχώ-
ρο του. 

Ο παραπάνω ορισμός είναι ισοδύναμος με την πρόταση: το ζεύγος (Α, Β) είναι στα-
θεροποιήσιμο. 

Αυτό που στην ουσία περιγράφει η ιδιότητα αυτή είναι η δυνατότητα του ε-
λέγχου των ασταθών καταστάσεων, αφού έτσι κι αλλιώς οι σταθερές κατα-
στάσεις δεν δημιουργούν προβλήματα. 

Η ιδιότητα αυτή εξακριβώνεται μετασχηματίζοντας το σύστημα στην ελέγξιμη κλι-
μακωτή μορφή: 
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B
B

AA

A
A

0
,

0
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μέσω ενός κατάλληλου μοναδικού πίνακα μετασχηματισμού ομοιότητας Τ, δηλαδή 
A =ΤΑΤΤ, B =ΤΒ.  Στη μορφή αυτή, ο Ac είναι το ελέγξιμο κομμάτι του Α, ενώ ο Αuc 
το μη ελέγξιμο.  Επομένως το σύστημα είναι σταθεροποιήσιμο αν ο Auc είναι ασυ-
μπτωτικά σταθερός, δηλαδή το πραγματικό μέρος των ιδιοτιμών του είναι αυστηρά 
(<0) αρνητικό. 

Η εντολή ctrbf του ΜΑΤLAB χρησιμοποιεί τον αλγόριθμο που αναφέρεται στον  
Rosenbrock για να υπολογίσει τη μορφή αυτή.  Η συνάρτηση con_stb που παρατί-
θεται στο Παράρτημα κάνει τα υπόλοιπα. 

(Σημείωση: η συνάρτηση αυτή χρησιμοποιεί την ιδιότητα του δυϊσμού που αναφέρεται 
παρακάτω). 

Παράδειγμα 2.4  Έστω δύο συστήματα της μορφής (1.2) με πίνακες, 
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Χρησιμοποιώντας την συνάρτηση con_stb βρίσκουμε ότι το ζεύγος (Α1, Β1) δεν 
είναι ελέγξιμο αλλά είναι σταθεροποιήσιμο, ενώ το (Α2, Β2) δεν είναι ούτε ελέγξιμο 
ούτε σταθεροποιήσιμο. 

2.3.6 Εντοπισιμότητα 

Μία πιο ασθενής ιδιότητα από την παρατηρησιμότητα είναι η εντοπισιμότητα (de-
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tectability).  Η ιδιότητα αυτή ορίζεται ως εξής: 

Ορισμός 2.20  Το γραμμικό, χρονικά αμετάβλητο σύστημα, 

 x (t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0 (1.2)

 y(t)=Cx(t) (1.3)

είναι εντοπίσιμο αν ο μη παρατηρήσιμος υποχώρος του περιέχεται στον σταθερό υ-
ποχώρο του.  Εναλλακτικά αυτό σημαίνει ότι τα μη παρατηρήσιμα modes είναι στα-
θερά. 

Η ιδιότητα αυτή εξακριβώνεται με αντίστοιχο τρόπο της περίπτωσης της σταθερο-
ποιησιμότητας, αφού πρώτα μετασχηματίσουμε το σύστημα στην κλιμακωτή παρα-
τηρήσιμη μορφή, 

 o
o

uo CC
A

AA
A 0,

0
12 







  

μέσω ενός μοναδικού πίνακα μετασχηματισμού Τ ( A =ΤΑΤΤ, C =CTΤ).  Στη μορφή 
αυτή, ο υποπίνακας Αuo είναι το ασταθές τμήμα, επομένως για να είναι το σύστημα 
εντοπίσιμο πρέπει Re{λ i(Auo}<0.   Η συνθήκη αυτή χρησιμοποιείται στη συνάρτηση 
obs_det που παρατίθεται στο παράρτημα. 

Η σταθεροποιησιμότητα και η εντοπισιμότητα είναι επίσης έννοιες δυϊκές.  Αυτό ση-
μαίνει ότι αν έχουμε τα συστήματα (Σ1), (Σ2): 

(Σ1) 
x (t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0 

y(t)=Cx(t) 

και, 

(Σ2) 
x (t)=ATx(t)+CTu(t), x(0)=x0 

y(t)=BTx(t) 

τότε οι ακόλουθες ιδιότητες ισχύουν ταυτόχρονα: 

Σ1 Σ2 

σταθεροποιησιμότητα εντοπισιμότητα 

εντοπισιμότητα σταθεροποιησιμότητα 

2.4 Γραμμικοποίηση μη γραμμικών συστημάτων 
Η θεωρία των γραμμικών συστημάτων δεν είναι απαραίτητα περιοριστική.  Μη 
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γραμμικά συστήματα μπορούν να γραμμικοποιηθούν γύρω από κάποιο σημείο ισορ-
ροπίας, και το προκύπτον σύστημα να χρησιμοποιηθεί για την ανάλυση και σύνθεση 
του συστήματος.  Η διαδικασία έχει ως εξής: 

Έστω ότι έχουμε το εξής μη γραμμικό σύστημα n μεταβλητών κατάστασης xi, m εξό-
δων yj  και r εισόδων uk, 

x =f(x, u) 

y=g(x) 

Ας υποθέσουμε ότι οι είσοδοι σταθεροποιούνται σε ένα ορισμένο επίπεδο, 

u=u*=σταθερό 

Καλούμε καταστάσεις (σημεία) ισορροπίας του συστήματος τα διανύσματα x* που 
είναι λύσεις των εξισώσεων, 

x =0, δηλαδή  f(x*, u*)=0 

Έστω ότι τέτοιες λύσεις υπάρχουν. Τα σημεία ισορροπίας των εξόδων θα δίνονται 
από την σχέση, 

y*=g(x*) 

Ας θεωρήσουμε τώρα μικρές μετατοπίσεις γύρω από την κατάσταση ισορροπίας: 

x=x*+δx 

u=u*+δu 

y=y*+δy  

και ας εφαρμόσουμε την ανάπτυξη Taylor των συναρτήσεων f(x, u) και g(x) γύρω 
από το σημείο ισορροπίας.  Γνωρίζουμε ότι γενικά ισχύει: 

 

)()()()(  










uu
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f
xx
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f
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(όροι μεγαλύτερου βαθμού) 

(2.15)

Θέτουμε: 
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Παραβλέποντας τους όρους μεγαλύτερου βαθμού ή (2.15) γράφεται: 

 δx=Aδx+Bδu (2.16)

Με παρόμοιο τρόπο αναπτύσσουμε την g(x) γύρω από το y*, 

)()(
,

 






xx
x

g
yxg

ux
 + (όροι μεγαλύτερου βαθμού) 

Επειδή δy=y−y* οι μετατοπίσεις των εξόδων μπορούν να προσεγγιστούν από την 
γραμμική σχέση, 

 δy = Cδx   (2.17)

Συνδυάζοντας τις (2.16) και (2.17) παίρνουμε την γραμμική προσέγγιση του μη 
γραμμικού συστήματος γύρω από το σημείο ισορροπίας: 

δx=Aδx+Bδu 

δy=Cδx 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Παράμετροι σχεδίασης 

Στο κεφάλαιο αυτό θα αποπειραθεί μία ποιοτική προσέγγιση των στόχων ενός καλο-
σχεδιασμένου Συστήματος Αυτομάτου Ελέγχου.  Θα δείξουμε επίσης τις αδυναμίες 
των κλασσικών μεθόδων σχεδίασης και τη συσχέτιση τους με τις μεθόδους ελαχίστης 
νόρμας. 

3.1 Στόχοι απόδοσης 
Σε γενικές γραμμές ένα Σύστημα Αυτομάτου Ελέγχου πρέπει να συμπεριφέρεται στη 
πράξη έτσι όπως έχει  σχεδιασθεί.  Δύο είναι οι κύριες κατηγορίες σχεδιαστικών στό-
χων: 

Σ1. Το σύστημα πρέπει να είναι ευσταθές. 

Σ2. Το σύστημα πρέπει να ακολουθεί ικανοποιητικά τις εντολές εισόδου χω-
ρίς να δαπανάται υπερβολική ενέργεια ελέγχου. 

Αν και αυτό ακούγεται απλό, δεν είναι.  Τα βασικά προβλήματα είναι δύο: 

Π1. Σε πραγματικές συνθήκες λειτουργίας, το σύστημα επηρεάζεται από α-
πρόβλεπτες "διαταραχές" συμπεριλαμβανομένου και του θορύβου των με-
τρήσεων. 

Π2. Το μαθηματικό πρότυπο που χρησιμοποιείται στη σχεδίαση είναι μία 
προσέγγιση του πραγματικού. 

Η λύση στο πρόβλημα Π1 οδηγεί στην ονομαστική απόδοση ενώ η λύση στο Π2 στη 
στιβαρή απόδοση. 

3.2 Ονομαστική απόδοση 
Για να κατανοήσουμε καλύτερα τις δυσκολίες που προκύπτουν ας εξετάσουμε το 
πρόβλημα της ονομαστικής απόδοσης στη «κλασσική» του τοποθέτηση, χρησιμο-
ποιώντας την διάταξη του Σχ. 3.1. 
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Σχ.  3.1  Κλασσικό σύστημα ρύθμισης δύο βαθμών ελευθερίας (μη σταθμισμένο) 

Το σύστημα αυτό καλείται δύο βαθμών ελευθερίας λόγω της ελευθερίας επιλογής 
του όρου K (αντισταθμιστής) και Ρ (μορφοποιητής εισόδου). Η πρωτεύουσα είσο-
δος είναι το σήμα αναφοράς rw, ενώ η πρωτεύουσα έξοδος είναι η μέτρηση yn.  Εκτός 
της πρωτεύουσας εισόδου, στο σύστημα επιδρούν και εξωγενή σήματα εισόδου όπως 
οι διαταραχές dwo (εξόδου) και dwi (εισόδου) και ο θόρυβος μετρήσεων nw. 

Λόγω του στόχου (Σ2), χρειάζεται να βρούμε τις εξισώσεις που συνδέουν τα e, u με 
τα rw, dwi, dwo, nw.  Χρησιμοποιώντας το δομικό διάγραμμα βρίσκουμε: 

e=rw−yd=rw−(dwo+Gv)=rw−dwo−G(dwi+Ken)=rw−dwo−Gdwi−GK(Ρrw−yn)= 

=rw−dwo−Gdwi−GK(Prw−nw−yd)]=rw−dwo−Gdwi−GK(Prw−nw+e−rw)]= 

=rw−dwo−Gdwi−GKPrw+GKnw−GKe+GKrw 

(I+GK)e=[I+GK(I−P)]rw−Gdwi−dwo+GKnw 

e=(I+GK)−1[I+GK(I−P)]rw 

−(I+GK)−1dwo−(I+GK)−1Gdwi+(I+GK)−1GKnw 
(3.1)

ενώ, 

u=Ken=K(Prw−yn)=KPrw−K(nw+Gv+dwo) 

u=KPrw−Knw−KGu−KGdwi−Kdwo 

(I+KG)u=KPrw−Knw−KGdwi−Kdwou=(I+KG)−1(KPrw−Kdwo−KGdwi−Knw) 

u=(I+KG)−1KPrw−(I+KG)−1Kdwo−(I+KG)−1KGdwi−(I+KG)−1Knw (3.2)
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Σε κάποιες περιπτώσεις μπορεί να ενδιαφέρει και το σήμα v, η είσοδος στην εγκατά-
σταση.  Προφανώς, αφού v=u+dwi, 

v=(I+KG)−1KPrw−(I+KG)−1Kdwo+(I+KG)−1dwi−(I+KG)−1Knw (3.3)

! Κατά τη διαδικασία εύρεσης των (3.1), (4.11) υποθέσαμε σιωπηρά ότι οι πίνακες 
(I+GΚ) και (I+KG) είναι αντιστρέψιμοι. 

Οι (3.1), (4.11) μπορούν ν' απλοποιηθούν με τον ορισμό των παρακάτω εννοιών: 

Li(s)=K(s)G(s): συνάρτηση βρόχου εισόδου 

Lo(s)=G(s)K(s): συνάρτηση βρόχου εξόδου 

Si(s)=[I+K(s)G(s)]−1=[Ι+Li(s)]−1
: συνάρτηση ευαισθησίας εισόδου 

Τ i(s)=I−Si(s): συμπληρωματική συνάρτηση ευαισθησίας εισόδου 

So(s)=[I+G(s)K(s)]−1=[Ι+Lο(s)]−1: συνάρτηση ευαισθησίας εξόδου 

Τo(s)=I−So(s): συμπληρωματική συνάρτηση ευαισθησίας εξόδου 

Επίσης ας σημειωθεί ότι, 

To=I−(I+Lo)−1(I+Lo)To=I+Lo−I=Lo 

To=(I+Lo)−1Lo=SoLo=[I+G(s)K(s)]−1G(s)K(s) 

Ο όρος συνάρτηση ευαισθησίας προέρχεται από την εξής ιδέα: η συνάρτηση μεταφοράς 
του συστήματος, 

y 

Κ
r 

- 
G

 

είναι Η=(Ι+KG)−1KG.  Ένας τρόπος να ορίσουμε το πόσο ευαίσθητη είναι η Η σε 
μεταβολές στο G, είναι να υπολογίσουμε τον οριακό λόγο μιας σχετικής μεταβολής 
του Η (δηλ. ΔΗ/Η) ως προς μια σχετική μεταβολή του G (δηλ. ΔG/G).  Μεταχειριζό-
μενοι την G σαν μεταβλητή και την Η σαν συνάρτηση, έχουμε: 
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Το δεξιό μέλος της ανωτέρω έκφρασης εύκολα (;) βρίσκεται ότι ισούται με So.  
Επομένως η So εκφράζει την ευαισθησία της συνάρτησης μεταφοράς κλειστού βρόχου Η 
σε οριακές μεταβολές στην G. 

Με τους ορισμούς αυτούς οι (3.1), (4.11) γίνονται, 

 e =So[I+GK(I−P)]rw−Sodwo−SoGdwi+Tonw (3.4)

 u=SiKPrw−SiKdwo−SiKGdwi−SiKnw (3.5)

Η Σ2 απαιτεί τα μεγέθη των e, u να είναι «μικρά», δηλαδή, 

 ║e║<γ1, ║u║<γ2 (3.6)

για κάποια κατάλληλη νόρμα και προδιαγεγραμμένα γ1, γ2.  Προφανώς για να έχει 
νόημα το πρόβλημα αυτό όλοι οι είσοδοι στις (3.4), (3.5)  πρέπει να είναι φραγμένοι. 

Επιπλέον από την Σ1 το σύστημα πρέπει να είναι επίσης ευσταθές. 

3.3 Πως επιτυγχάνεται ο στόχος ελέγχου 
Όπως φαίνεται από τις (3.4), (3.5) για να επιτευχθεί ο στόχος μας θα πρέπει να μπο-
ρούμε να βρούμε έναν κατάλληλο αντισταθμιστή K.  Οι ιδιότητες του πίνακα αυτού 
πρέπει να είναι τέτοιες που να καθιστούν και τα δύο αθροίσματα «μικρά».  Για να 
είναι τα αθροίσματα μικρά θα πρέπει ο συντελεστής κάθε όρου να μπορεί να «μικρύ-
νει» κατά βούληση.  Από την (3.4) αυτό σημαίνει: 

 

Για μικρό σφάλμα: αιτία μέγεθος 

... (I+GK)−1[I+GK(I−P)] παρακολούθηση μικρό (3.7)

So= (I+GK)−1 διαταραχή στην έξοδο της εγκατάστασης μικρό (3.8)

SoG= (I+GK)−1G διαταραχή στην είσοδο της εγκατάστασης μικρό (3.9)

To= (I+GK)−1GK θόρυβος μικρό (3.10)

Παράλληλα από την (3.5) προκύπτει: 

Για μικρό έλεγχο: αιτία μέγεθος 

SiKΡ= (I+KG)−1KP παρακολούθηση μικρό (3.11)

SiK= (I+KG)−1K 
διαταραχή στην έξοδο της εγκατάστασης / 
θόρυβος 

μικρό (3.12)

SiKG= (I+KG)−1KG διαταραχή στην είσοδο της εγκατάστασης μικρό (3.13)
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Αν υποθέσουμε ότι P=I (σύστημα ενός βαθμού ελευθερίας), τότε οι (3.7), (3.11) α-
πλοποιούνται σε, 

Για μικρό σφάλμα: αιτία μέγεθος 

So= (I+GK)−1 παρακολούθηση μικρό (3.14)

και, 

Για μικρό έλεγχο: αιτία μέγεθος 

SiK= (I+KG)−1K παρακολούθηση μικρό (3.15)

αντίστοιχα.  Για τη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε αυτή την παραδοχή που συνεπά-
γεται πιο συμπαγή αποτελέσματα, αλλά θα πρέπει να θυμόμαστε ότι η επιλογή του Ρ 
μας δίνει μία επιπλέον δυνατότητα ρύθμισης στην περίπτωση που το Κ από μόνο του 
δεν επαρκεί. 

Για να προχωρήσουμε την ανάλυση ας επιλέξουμε μία νόρμα με την οποία θα χαρα-
κτηρίσουμε το μέγεθος των διαφόρων πινάκων που εμφανίζονται.  Στην ενότητα 3.1 
παρατίθενται διάφορες νόρμες πινάκων από τις οποίες ας επιλέξουμε για τη συνέχεια 
την φασματική νόρμα σ (G). 

Κοιτώντας τις (2.1)−(3.10) μπορούμε να παρατηρήσουμε τα εξής:  

(Σ1) Αν το μέγεθος της συνάρτησης ευαισθησίας εξόδου So (=[I+G(s)K(s)]−1) εί-
ναι μικρό, τότε οι (2.1), (3.8), (3.9) μπορούν να τιθασσευθούν.  Μεταφραζόμενο 
σε όρους νορμών αυτό σημαίνει σ (So) μικρό. 

(Σ2) Η (3.10) απαιτεί To μικρό που αντιφάσκει με το (1) αφού To+So=I.  Δηλαδή 
σ (Τo) μικρό. 

Η αντίφαση αυτή μπορεί να υπερπηδηθεί μόνον αν λάβουμε υπόψη μας και την συ-
χνότητα των σημάτων θορύβου και διαταραχών.  Αν σ' ένα σύστημα οι συχνότητες 
αυτές απέχουν μεταξύ τους τότε μπορούμε. να επιλέξουμε έναν Κ που να καθιστά 
την So μεγάλη στις συχνότητες των διαταραχών και μικρή στις συχνότητες του θορύ-
βου.  Για καλή μας τύχη στα περισσότερα φυσικά συστήματα, ο θόρυβος των αισθη-
τήρων υφίσταται σε υψηλές συχνότητες (λόγω των θερμικών μεταβολών στα κυκλώ-
ματα τους) ενώ οι διαταραχές και οι εντολές είναι σήματα χαμηλών συχνοτήτων.  Εν 
πάση περιπτώσει είναι φανερή μία εγγενής αδυναμία των συστημάτων ανατροφοδό-
τησης: 

Είναι αδύνατον να απορριφθούν ταυτόχρονα θόρυβος και διαταραχές που έ-
χουν ενέργεια στις ίδιες ζώνες συχνοτήτων.  

Από τις (3.15)-(3.13) τώρα συμπεραίνεται ότι, 

(Σ3) Αν η SiK ( =(I+KG)−1K ) είναι μικρή, ικανοποιούνται οι (3.15), (3.12), (3.13).  
Για να συμβεί αυτό μπορεί ν' αποδειχθεί (Maciejowski, σ. 84) ότι, 
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σ
σ


)(

1

K
(G)>>1    

 Αυτό είναι δυνατό μόνον αν σ (G)>>1 ή σ (Κ)<<1 

Από τις (Σ1)-(Σ3) καταλήγουμε λοιπόν στις εξής προδιαγραφές ως προς τις φασματι-
κές νόρμες των κατάλληλων συναρτήσεων:  

μικρό σφάλμα (παρακολούθηση, διατα-
ραχές) σ (So) << 1 για ω<ω1 (3.16) 

μικρό σφάλμα (θόρυβος) σ (So) >> 1 για ω>ω2  (>ω1) (3.17) 

μικρός έλεγχος (παρακολούθη-
ση, διαταραχές, θόρυβος) σ (Κ) << 1 για ω που σ (G) όχι >>1 (3.18) 

 

Οι (3.16)-(3.18) μπορούν να απλουστευθούν περαιτέρω σε μια προσπάθεια να διατυ-
πωθούν συναρτήσει της συνάρτησης βρόχου εξόδου Lo(s)=G(s)K(s).  Πράγματι (δες 
π.χ. Maciejowski, σ. 87-91), μπορεί ν' αποδειχθεί ότι οι (3.16)-(3.18) μετατρέπονται 
προσεγγιστικά στις: 

μικρό σφάλμα (θόρυβος) σ (Lo) << 1 για ω>ω1 (3.19) 

μικρό σφάλμα (παρακολούθηση, διατα-
ραχές) σ(Lo) >> 1 για ω<ω2  (<ω1) (3.20) 

μικρός έλεγχος (παρακολούθη-
ση, διαταραχές) σ ( Lo) << 1 για ω που σ (G) όχι >>1 (3.21) 

Ας δούμε δύο παραδείγματα που θα βοηθήσουν στη κατανόηση των εννοιών αυτών. 

Παράδειγμα 3.5  (μίας εισόδου-μίας εξόδου).  Έστω το σύστημα, 
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+ + 

D(s)  

Y(s)  

G(s)Κ 
R(s)  + 

- 

U(s)

N(s)  + 

+ 
 

με K=1,5, G(s)=
)2)(1(

1

 sss
.  Τα διαγράμματα Bode του ευθέως βρόχου KG (1) 

και του κλειστού συστήματος KG/(1+KG) (2) μας δίνουν πληροφορία για τα περι-
θώρια ενίσχυσης και φάσης (1) και εύρος ζώνης (2).   
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Σχήμα 3.2  Διαγράμματα εύρους και φάσης ευθέως βρόχου 

Στο Σχ. 3.2 βλέπουμε ότι το περιθώριο ενίσχυσης είναι 12db που σημαίνει ότι η ενί-
σχυση στον ευθύ βρόχο μπορεί να αυξηθεί μέχρι 4 φορές χωρίς το σύστημα να απο-
σταθεροποιηθεί.  Ο γεωμετρικός τόπος ριζών (Σχ. 3.3) μέσω της εντολής rlocfind 
του MATLAB επιβεβαιώνει ότι Κ=6 είναι η οριακή ενίσχυση, οι δε χρονικές απο-
κρίσεις του Σχ. 3.4 δείχνουν ότι για Κ<6 το σύστημα είναι ευσταθές. 
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Σχήμα 3.3  Γεωμετρικός τόπος ριζών 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

y(
t)

t (sec)

Βηματική απόκριση

K=0.25

K=0.4

K=1.5

K=6

K=8

 

Σχήμα 3.4  Βηματικές αποκρίσεις για διάφορες τιμές της ενίσχυσης Κ. 
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Σχήμα 3.5 Διαγράμματα Bode κλειστού συστήματος. 

Στο Σχ. 3.5 φαίνεται το διάγραμμα εύρους και το εύρος ζώνης του κλειστού συστή-
ματος που είναι περίπου ωb = 1 rad/sec.  Αυτό σημαίνει ότι το σύστημα θα εξασθενεί 
σήματα θορύβου με συχνότητα ωn>1 rad/sec.  Στα Σχ. 3.6 (α), (β) επαληθεύεται η 
πρόβλεψη αυτή για τις συχνότητες 0,5 και 10 rad/sec αντίστοιχα.  Επίσης στα Σχ. 3.7 
(α), (β) φαίνονται οι αντίστοιχες αποκρίσεις για είσοδο διαταραχών. 
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(β) 

Σχήμα 3.6  Βηματική απόκριση υπό καθεστώς θορύβου 
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(β) 

Σχήμα 3.7  Βηματική απόκριση υπό καθεστώς διαταραχών 

Παράδειγμα 3.6  Ας θεωρήσουμε ένα γραμμικοποιημένο πρότυπο της κάθετης δυ-
ναμικής ενός αεριωθούμενου αεροσκάφους (Hung, 1982): 
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όπου, 

καταστάσεις έλεγχοι 

r: ύψος φ1: γωνία ανασχετικού πτερυγίου (spoiler) 

vf : πρόσθια ταχύτητα φ2: γωνία πτερυγίου ανόδου-καθόδου 

θ: γωνία πρόνευσης T: πρόσθια επιτάχυνση 

vv : κάθετη ταχύτητα   

Ας καταστρώσουμε το πρόβλημα σε μορφή χώρου κατάστασης, θέτοντας, 
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Με τις αντιστοιχήσεις αυτές το σύστημα γίνεται, 

x =Ax+Bu 

y=Cx+Du 

με, 
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Έστω ο αντισταθμιστής με συνάρτηση μεταφοράς, 
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όπου K(s)=ΚC(sI−ΚΑ)−1ΚΒ+ΚD με, 
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7996,18001833,322

2056,305671,14

6305,2603929,121

DK  

Ο αντισταθμιστής αυτός έχει προκύψει μέσω της σχεδιαστικής μεθόδου της διαγώνι-
ας υπεροχής (diagonal dominance) (δες Maciejowski, σ. 189-203). 

Το συνολικό σύστημα είναι στη διάταξη του Σχ. 3.8. 
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Σχ.  3.8  Σύστημα ελέγχου αεροσκάφους 

Ας δούμε τώρα τις προβλέψεις των (3.16)-(3.18) και (3.19)-(3.21) και κατά πόσον 
αυτές επαληθεύονται. 

 Βασικός παράγοντας για το μέγεθος του σφάλματος είναι η μέγιστη ιδιόμορφη 
τιμή της συνάρτησης ευαισθησίας εξόδου So.  Το γράφημα της φαίνεται στο Σχ. 
3.9. 
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Σχ.  3.9 Διάγραμμα μέγιστης ιδιόμορφης τιμής συνάρτησης ευαισθησίας εξόδου So. 

Όπως βλέπουμε η τιμή της είναι χαμηλή στις χαμηλές συχνότητες και περίπου 0 στις 
υψηλές.  Αυτό σημαίνει ότι η απόκριση του σφάλματος σε είσοδο αναφοράς, διατα-
ραχές και θόρυβο θα είναι ικανοποιητική.  Τα Σχ. 3.10-3.14 επαληθεύουν την πρό-
βλεψη αυτή.  Ειδικότερα, στο Σχ. 3.10 φαίνεται το σφάλμα σε βηματική είσοδο ανα-
φοράς και για τις τρεις εισόδους να μηδενίζεται.  Στα Σχ. 3.11-3.12 φαίνεται η επί-
δραση βηματικών διαταραχών εισόδου και εξόδου οι οποίες επίσης μηδενίζονται.  
Τέλος στα Σχ. 3.13-3.14 φαίνεται η επίδραση αρμονικού θορύβου διαφορετικών συ-
χνοτήτων.  Όπως φαίνεται ο θόρυβος χαμηλής συχνότητας επηρεάζει πολύ περισσό-
τερο το σφάλμα απ' ότι ο θόρυβος υψηλής συχνότητας ο οποίος αποκόπτεται επιτυ-
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χώς. 

Τα ίδια συμπεράσματα προκύπτουν και από την εξέταση του Σχ. 3.15 όπου φαίνεται 
το διάγραμμα Bode της μέγιστης και ελάχιστης ιδιόμορφης τιμής της συνάρτησης 
βρόχου εξόδου Lo (=GK).  Οι εξ. (3.19)-(3.20) μας λένε τι πρέπει να ισχύει και αυτό 
πράγματι επαληθεύεται, αφού, 

σ (GK) << 1 για ω>20 rad 

σ(GK) >> 1 για ω<0,1 rad 
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Σχ.  3.10 Απόκριση σφάλματος σε είσοδο αναφοράς r = [0,5   0,6   0,4]T 
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Σχ.  3.11 Απόκριση σφάλματος σε διαταραχή εξόδου do = [0,25   0,3   0,2]T  
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Σχ.  3.12 Απόκριση σφάλματος σε διαταραχή εισόδου di = [0,25   0,3   0,2]T 
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Σχ.  3.13 Απόκριση σφάλματος σε θόρυβο n1 = 0,2[ημ(100t)  ημ(50t)  ημ(200t)]T 
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Σχ.  3.14 Απόκριση σφάλματος σε θόρυβο n2 = 0,2[ημ(10t)  ημ(5t)  ημ(20t)]T 
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Σχ.  3.15 Διάγραμμα μέγιστης / ελάχιστης ιδιόμορφης τιμής συνάρτησης βρόχου εξόδου Lo=GK 

 Βασικός παράγοντας για το μέγεθος του ελέγχου είναι η μέγιστη ιδιόμορφη τιμή 
της συνάρτησης SiK.  Το γράφημα της φαίνεται στο Σχ. 3.16.  Απ΄ ότι φαίνεται τα 
πράγματα δεν φαίνονται ευοίωνα για την επίδραση του θορύβου στον έλεγχο καθώς 
η τιμή στις ψηλές συχνότητες είναι αρκετά μεγάλη.  Οι ίδιες προβλέψεις προκύπτουν 
και από την εξέταση του Σχ. 3.17 όπου φαίνονται τα διαγράμματα Bode των σ (Κ) 
και σ (G).  Είναι φανερό ότι η προϋπόθεση της 3.21 δεν ικανοποιείται.  Τα Σχ. 
(3.18)-(3.20) επαληθεύουν την ανάλυση καθώς ο έλεγχος είναι μικρός εξαιτίας του 
σήματος αναφοράς και της διαταραχής εισόδου αλλά απαγορευτικά μεγάλος λόγω 
του θορύβου μετρήσεων. 



© Α. Πουλιέζος© Α. Πουλιέζος

Α. Πουλιέζος Έλεγχος ελάχιστης νόρμας

 

66 

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

0

10

20

30

40

50

60

S
iK

 
 (

d
b

)

ω (rad)

Μέγιστη σ(S
i
K)

 

Σχ.  3.16 Διάγραμμα μέγιστης ιδιόμορφης τιμής του SiK 

 

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

10
6

-100

-50

0

50

100

150

200

(d
b

)

ω (rad)

Μέγιστη σ

K 
G 

 

Σχ.  3.17 Διάγραμμα μέγιστης ιδιόμορφης τιμής των G, K 
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Σχ.  3.18 Απόκριση σήματος ελέγχου σε είσοδο αναφοράς r = [0,5   0,6   0,4]T  
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Σχ.  3.19 Απόκριση σήματος ελέγχου σε διαταραχή εισόδου di = [0,25   0,3   0,2]T 
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Σχ.  3.20 Απόκριση σφάλματος σε θόρυβο n1 = 0,2[ημ(100t)  ημ(50t)  ημ(200t)]T 

Το παράδειγμα αυτό καταδεικνύει την δυσκολία σύνθεσης ενός ελεγκτή που να ικα-
νοποιεί έστω και τις απαιτήσεις της ονομαστικής σχεδίασης.   Να σημειωθεί ότι στη 
σχεδίαση αυτή δεν έχουμε εξετάσει θέματα περιθωρίου ευστάθειας.  Στη συνέχεια θα 
δούμε πως μπορούμε να λύσουμε τα προβλήματα αυτά μέσω μιας διαφορετικής προ-
σέγγισης. 

3.4 Στιβαρή απόδοση 
Στην ανάλυση που προηγήθηκε υποθέσαμε ότι το υπό έλεγχο σύστημα είναι πλήρως 
και επαρκώς γνωστό.  Ας χαλαρώσουμε αυτή την απαίτηση θεωρώντας ότι , 

 G(I+W1ΔoW2)G0, ║Δo║∞≤1 (3.22)

Ας σημειωθεί ότι η (3.22) είναι μία μόνο από τις δυνατές απεικονίσεις αβεβαιότητας 
για το σύστημα G (ειδικότερα πρόκειται για το πρότυπο πολλαπλασιαστικής αβε-
βαιότητας στην έξοδο).  Πληρέστερη ανάλυση θα γίνει στο Κεφάλαιο 5. 

Το δομικό διάγραμμα φαίνεται στο Σχ. 3.21. 
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Σχ.  3.21 Σύστημα με πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα στην έξοδο 

Με τον όρο στιβαρή απόδοση εννοούνται δύο πράγματα: 

(1) Το κλειστό σύστημα πρέπει να παραμένει εσωτερικά ευσταθές για κάθε G της 
(3.22). 

(2) Τα σήματα εξόδου πρέπει να παραμένουν μικρά για κάθε G της (3.22). 

Μπορεί ν’ αποδειχθεί (π.χ. Lemmon) ότι για στιβαρή ευστάθεια απαιτείται, 

║W1ToW2║∞≤1 

ή ισοδύναμα, 

)()(1

1
)(

21 WW
Lo 




 ,  ω τέτοια ώστε 1)( oL  

ενώ για στιβαρή απόδοση μπορούν επίσης να εξαχθούν παρόμοια φράγματα. 

Αυτό που καταδεικνύει η ανάλυση αυτή είναι ότι είναι δυνατόν, θεωρητικά, μέσω 
ενός ελεγκτή Κ να μορφοποιήσουμε την συνάρτηση ευαισθησίας εξόδου Lo έτσι που 
να ικανοποιεί τις (3.19)-(3.21) και τις προϋποθέσεις στιβαρούς απόδοσης.  Το πρό-
βλημα με τις κλασσικές μεθόδους μορφοποίησης είναι ότι εκτός του ιδεατού σχήμα-
τος της Lo, πρέπει ο Κ να μην αποσταθεροποιεί εσωτερικά το κλειστό σύστημα.  Μία 
επιπλέον δυσκολία έγκειται στο γεγονός ότι στα πολυμεταβλητά συστήματα πρέπει 
να προνοήσουμε και για την μορφή της Li (συνάρτηση ευαισθησίας εισόδου). 

Η πλήρης αντιμετώπιση όλων αυτών των ζητημάτων έπεται. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

Ονομαστική απόδοση 

Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούμε με τον βασικό κορμό της σχεδίασης με ανατρο-
φοδότηση για συστήματα χωρίς αβεβαιότητα, υπόθεση η οποία θα αφαιρεθεί στο 
επόμενο κεφάλαιο.  Συγκεκριμένα θα δούμε συστηματικές διαδικασίες σχεδίασης, 
των οποίων οι στόχοι εξειδικεύονται εκ των προτέρων, και στη συνέχεια βρίσκονται 
οι συνθήκες κάτω από τις οποίες οι στόχοι αυτοί μπορούν να πραγματωθούν, όπως 
επίσης και οι κατάλληλοι ελεγκτές.  Με άλλα λόγια, η σχεδίαση θα βασισθεί απο-
κλειστικά σε σαφώς διατυπωμένες προδιαγραφές, παρά σε κάποια συγκεκριμένη, 
προκαθορισμένη στρατηγική. 

Η μοναδική προκαθορισμένη δομή θα είναι η γενική διάταξη ανατροφοδότησης του 
Σχ. 1.8.  Δοθείσης της δομής αυτής, θα επικεντρώσουμε τη προσοχή μας στην απα-
ραίτητη συνθήκη για οποιοδήποτε σύστημα: το να είναι ευσταθές κατά μία πρέπουσα 
έννοια.  Ειδικότερα το κομμάτι της ανάλυσης θα καλύψει το θέμα της ευστάθειας σε 
συστήματα με ανατροφοδότηση και το θέμα της παραμετροποίησης όλων των ελε-
γκτών που σταθεροποιούν τα συστήματα αυτά.  Στο κομμάτι της σύνθεσης θ’ ασχο-
ληθούμε με τη διαδικασία υπολογισμού του κατάλληλου ελεγκτή, και τις συνθήκες 
κάτω από τις οποίες η εύρεση αυτή είναι εφικτή.   

4.1 Ανάλυση 

4.1.1 Διατύπωση του προβλήματος  

Όπως προείπαμε, για την επίλυση του προβλήματος θα θεωρήσουμε το δομικό διά-
γραμμα δύο θυρών του Σχ. 1.8, 

 

Κ 

P 

z w 

u 

y 

 

Σχήμα 1.8  Διάγραμμα δύο θυρών 

Αυτό το δεδομένο σύστημα (κλειστού βρόχου) έχει μία εξωτερική είσοδο, w, και μία 
έξοδο z.  Το καθένα από τα σήματα αυτά μπορεί να απαρτίζεται από περισσότερους 
του ενός διαύλους (μπορεί δηλαδή να είναι διανύσματα).  Το σήμα (ή συνάρτηση) w, 
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εκφράζει την επίδραση του περιβάλλοντος επί του συστήματος όπως εξωτερικές δια-
ταραχές, θόρυβος μετρήσεων και εντολές λειτουργίας (στοιχεία που δεν μπορούν να 
τροποποιηθούν από το σήμα ελέγχου u).  Το σήμα z περιέχει όλα τα χαρακτηριστικά 
του συστήματος που επιθυμούμε να ελέγξουμε (καταστάσεις, σφάλματα ή ενέργεια 
ελέγχου).  Η απεικόνιση P, αναπαριστά ένα γραμμικό, δεδομένο και σταθερό σύστη-
μα με την ονομασία εγκατάσταση, ενώ η επίσης γραμμική απεικόνιση K, με την ο-
νομασία ελεγκτής, έχει σαν στόχο να εξασφαλίσει ότι η απεικόνιση μεταξύ w και z 
έχει τα επιθυμητά χαρακτηριστικά.  Αυτό το επιτυγχάνει παράγοντας το σήμα ελέγ-
χου u, χρησιμοποιώντας το σήμα μετρήσεων y. 

Τα P και Κ είναι ευπρεπή συστήματα στο χώρο κατάστασης με αντίστοιχες εξισώ-
σεις,  
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 (4.2)

και, 

 x K(t)=AKxK(t)+BKy(t) (4.3)

 u(t)=CKxK(t)+DKy(t) (4.4)

Δεδομένου ότι το P έχει δύο εισόδους και δύο εξόδους, διαμερίζεται φυσικά ως ακο-
λούθως, 

 


























)()(

)()(
)(

2221

1211

22212

12111

21

sPsP

sPsP

DDC

DDC

BBA

sP  (4.5)

(όπου έχει χρησιμοποιηθεί η μορφή του συσκευασμένου πίνακα), ενώ η αντίστοιχη 
μορφή για το Κ είναι, 
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Με λίγη άλγεβρα βρίσκεται και η συνάρτηση μεταφοράς κλειστού βρόχου Τzw(s), 

 Tzw(s)=P11(s)+P12(s)K(s) (I−P22(s)K(s))−1P21(s) (4.6)

ή, 

 z=Tzww= l(P, K)w (4.7)

H έκφραση (4.6) για την Tzw καλείται (κατώτερος) γραμμικός κλασματικός μετα-
σχηματισμός (lower LFT, Linear Fractional Transformation). 

Επιπλέον θεωρούμε ότι τα συστήματα (Α, Β, C) και (Αk, Βk, Ck) είναι σταθεροποιήσι-
μα και εντοπίσιμα. 

Τέλος να υπενθυμίσουμε τις διαστάσεις των διαφόρων μεταβλητών: 

x n 

w m1 

u m2 

z p1 

y p2 

4.1.2 Εσωτερική ευστάθεια 

Στον έλεγχο ελάχιστης νόρμας ενδιαφέρει θα χρησιμοποιηθεί η έννοια της εσωτερι-
κής ευστάθειας.  Για να βρούμε τις συνθήκες κάτω από τις οποίες το σύστημα του 
Σχ. 1.8 είναι εσωτερικά ευσταθές, χρειαζόμαστε κάποια προκαταρκτικά. 

Κατ’ αρχήν στο σύστημα αυτό μας ενδιαφέρουν οι συνθήκες κάτω από τις οποίες η 
συγκεκριμένη συνδεσμολογία έχει νόημα.  Δηλαδή μας ενδιαφέρει πότε οι εξισώσεις 
(4.2)-(4.4) έχουν λύση για αυθαίρετα w.  Θα χρησιμοποιήσουμε τον ακόλουθο ορι-
σμό: 

Ορισμός 4.1  Το σύστημα του Σχ. 1.8 είναι εύθετο (well-posed) αν υπάρχουν μονα-
δικές λύσεις x(t), xK(t), y(t) και u(t) για όλες τις αρχικές τιμές x(0), xK(0) και συναρ-

τήσεις εισόδου w(t) 
.
 περαιτέρω αυτές οι μοναδικές λύσεις πρέπει να υπάρχουν και 

για όλες τις υλοποιήσεις στη γειτονιά των (A, B, C, D), (AK, BK, CK, DK). 

Θεώρημα 4.1  Η συνδεσμολογία του Σχ. 1.8 είναι εύθετη αν και μόνον αν ο πίνακας 
I−D22DK είναι ομαλός (έχει αντίστροφο).  Ειδικότερα αν D22=0 ή DK=0 (δηλαδή o 
P22(s) ή o Κ(s) είναι αυστηρά πρέποντες) τότε η συνδεσμολογία του του Σχ. 1.8 είναι 
εύθετη. 
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Απόδειξη:  Συλλέγοντας τις εξισώσεις κατάστασης και εξόδου για το σύστημα του 
Σχ. 1.8 έχουμε, 
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 (4.9)

Προφανώς το αριστερό μέλος της (4.9) είναι αντιστρέψιμο αν και μόνον αν ο 
I−D22DK είναι ομαλός.  Αν αυτό συμβαίνει τότε τα προκύπτοντα u, y μπορούν να α-
ντικατασταθούν στην (4.8) και να βρεθεί μία μοναδική λύση στην εξίσωση κατάστα-
σης.  Επιπροσθέτως αυτό μπορεί να συμβεί γύρω από μία (ικανά) μικρή γειτονιά των 
D22, DK. 

Αντίστροφα αν ο I−D22DK είναι ιδιόμορφος, τότε από την (4.9) μπορούμε να μετατο-
πίσουμε ελαφρά τους C2, CK  έτσι ώστε να βρεθεί ένας γραμμικός συνδυασμός των 
x(t), xK(t) και w(t) ίσος με 0, γεγονός που σημαίνει ότι οι αρχικές συνθήκες x(0), 
xK(0), w(0) δεν μπορούν να επιλεγούν αυθαίρετα. 

Είμαστε τώρα έτοιμοι για τον ακόλουθο ορισμό: 

Ορισμός 4.2  Το σύστημα του Σχ. 1.8 είναι εσωτερικά ευσταθές αν είναι εύθετο και 
αν για κάθε αρχική συνθήκη x(0) του G και xK(0) του K ισχύει, 

0)(ορ 


tx
t

 και 0)(ορ 


txK
t

 

όταν w=0. 

Το επόμενο θεώρημα μας δίνει μία άμεση δοκιμασία για την εσωτερική ευστάθεια. 

Θεώρημα 4.2  Το σύστημα του Σχ. 1.8 είναι εσωτερικά ευσταθές αν και μόνον αν ο 
I−D22DK είναι ομαλός και ο, 
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είναι Hurwitz. 

Απόδειξη: Δεδομένου ότι ο Acl είναι ο πίνακας κατάστασης του κλειστού βρόχου το 
θεώρημα προκύπτει ευθέως (με χρήση των (4.8), (4.9)). 

Η διατύπωση της εσωτερικής ευστάθειας μέσω του ορισμού 4.2 αναφέρεται σε αυτό-
νομα συστήματα (με μηδενική είσοδο).  Υπ’ αυτή την έννοια συμπίπτει με τον ορι-
σμό της ασυμπτωτικής ευστάθειας.  Όμως έχει ευθεία σχέση με την ευστάθεια εισό-
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δου-εξόδου του συστήματος.  Ειδικότερα, ο πίνακας μεταφοράς Tzw(s) του συστήμα-
τος είναι (για DK=0): 
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AIsCDCs

K
clKzw 








   

Αν ο Acl είναι Hurwitz, τότε ο πίνακας αυτός θα έχει όλους τους πόλους του στο αρι-
στερό ημιεπίπεδο, δηλαδή Tzw(s)2 ή ισοδύναμα η απεικόνιση αυτή είναι φραγ-

μένη και αιτιακή (causal) στο 2[0, ∞).  Οι ιδιότητες αυτές είναι ακριβώς αυτό που 

ορίζουμε σαν ευστάθεια φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου. 

Το ερώτημα που τίθεται είναι αν οι δύο αυτές έννοιες (εσωτερική ευστάθεια και ευ-
στάθεια φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου) είναι ισοδύναμες, δηλαδή αν η ευ-
στάθεια φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου υπονοεί και εσωτερική ευστάθεια.  Η 
απάντηση είναι αρνητική αφού αν θεωρήσουμε την ακραία περίπτωση 
C1=D11=D12=0, τότε Tzw(s)=0, αλλά ο Acl δεν περιορίζεται με κάποιο τρόπο.  Μπο-
ρούμε όμως με τη βοήθεια ενός τροποποιημένου διαγράμματος να ορίσουμε την ε-
σωτερική ευστάθεια μέσω της ευστάθειας φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου. 

Έστω λοιπόν το διάγραμμα του Σχ. 4.1. 
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P22 
v1 d1 v2 

d2 

 

Σχήμα 4.1  Διάγραμμα ευστάθειας φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου 

Στο διάγραμμα αυτό ο πίνακας P22 είναι το κάτω δεξιά τμήμα του P (Eξ. 4.5). 

Για τα συστήματα των Σχ. 1.8 και 4.1 μπορεί ν’ αποδειχθεί το ακόλουθο λήμμα: 

Λήμμα 4.3  Δοθέντος ενός ελεγκτή Κ, το Σχ. 1.8 είναι εσωτερικά ευσταθές αν και 
μόνον αν το Σχ. 4.1 είναι εσωτερικά ευσταθές. 

Με το λήμμα αυτό μπορούμε τώρα να δείξουμε το ακόλουθο θεώρημα: 

Θεώρημα 4.4  Έστω ότι το σύστημα (Α, Β2, C2) είναι σταθεροποιήσιμο και εντοπίσι-
μο.  Τότε το 4.1 είναι εσωτερικά ευσταθές αν και μόνον αν η συνάρτηση μεταφοράς, 
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Απόδειξη:  (Dullerud και Paganini, σ. 177). 

4.1.3 Σταθεροποίηση 

Στη προηγούμενη ενότητα εξετάσαμε την ανάλυση ευστάθειας για το συγκεκριμένο 
σύστημα του Σχ. 1.8.  Το επόμενο ερώτημα που τίθεται είναι κάτω από ποιες συνθή-
κες ο συγκεκριμένος ελεγκτής μπορεί να βρεθεί.  Το θεώρημα που ακολουθεί μας 
απαντά στην ερώτηση αυτή: 

Θεώρημα 4.5  Η απαραίτητη και ικανή συνθήκη για την ύπαρξη ενός εσωτερικά 
σταθεροποιητικού ελεγκτή K του Σχ. 1.8 είναι το (Α, Β2, C2) να είναι σταθεροποιήσι-
μο και εντοπίσιμο.  Αν αυτό ισχύει, ένας τέτοιος ελεγκτής δίνεται από την, 

 






 


0
)( 2222

F

LFLDLCFBA
sK  (4.10)

όπου F και L είναι πίνακες που καθιστουν τους A+B2F και A+LC2 ευσταθείς. 

Απόδειξη:  (Dullerud και Paganini, σ. 179). 

Το αποτέλεσμα αυτό είναι μία λύση στο πρόβλημα της σταθεροποίησης, αφού μας 
εφοδιάζει με μία κατασκευαστική διαδικασία για την εύρεση ενός σταθεροποιητή.  
Στη συγκεκριμένη περίπτωση αυτός συντίθεται από έναν ασυμπτωτικό παρατηρητή 
και ανατροφοδότηση καταστάσεων.  Όμως ο συγκεκριμένος ελεγκτής είναι ένας μό-
νο από το σύνολο των εφικτών ελεγκτών.  Για να βρούμε το πλήρες σύνολο όλων 
των σταθεροποιητικών ελεγκτών χρειαζόμαστε στοιχεία από την θεωρία των αμοι-
βαία πρώτων παραγοντοποιήσεων.  Συγκεκριμένα, έστω μία διπλά αμοιβαία πρώτη 
παραγοντοποίηση, 

I
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sMsN

sYsX
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όπου P22(s)=N(s)M−1(s)=M−1(s)N(s).  Τότε ισχύει το εξής: 

Θεώρημα 4.6  Έστω  (Α, Β2, C2) μία σταθεροποιήσιμη και εντοπίσιμη πραγμάτωση.  
Τότε όλοι οι ελεγκτές που σταθεροποιούν εσωτερικά το σύστημα του Σχ. 1.8 δίνο-
νται από την, 

Κ(s)=(Y(s)−M(s)Q(s))(X(s)−N(s)Q(s))−1=(X(s)−Q(s)N(s))−1(Y(s)−Q(s)M(s
)) 

όπου Q(s)∞ και ο Χ(∞)−N(∞)Q(∞) είναι αντιστρέψιμος. 

Απόδειξη:  (Dullerud και Paganini, σ. 190). 

4.2 Σύνθεση  



© Α. Πουλιέζος© Α. Πουλιέζος

Α. Πουλιέζος Έλεγχος ελάχιστης νόρμας

 

76 

4.2.1 Διατύπωση του προβλήματος 

Έχοντας μελετήσει την ανάλυση του πρότυπου συστήματος (Σχ. 1.8), μπορούμε τώ-
ρα να στρέψουμε την προσοχή μας στο πρόβλημα της βέλτιστης σύνθεσης.  Το πρό-
βλημα αυτό έχει δύο σκέλη: 

1. Υπάρχει αποδεκτός ελεγκτής χώρου κατάστασης K (s ) , τέτοιος ώστε το 
σύστημα κλειστού βρόχου να είναι εσωτερικά ευσταθές;   

2α. (πρόβλημα βελτίστου ∞).  Να βρεθούν όλοι οι αποδεκτοί ελεγκτές 
K (s )  που να ελαχιστοποιούν την ║Τzw║∞. 

2β. (πρόβλημα υποβελτίστου ∞).  Δοθέντος γ >γ m i n  να βρεθούν, αν υπάρ-
χουν, οι ελεγκτές K (s )  που να καθιστούν την ║Τzw║∞<γ. 

Ο βέλτιστος ελεγκτής, όπως φαίνεται από την διατύπωση του προβλήματος δεν είναι 
μοναδικός.  Επιπλέον μπορεί να είναι πολύ δύσκολη η εύρεση του.  Σε κάποια δε 
προβλήματα μπορεί να μην είναι επιθυμητή η εύρεση του (λόγω του ότι ένας υπο-
βέλτιστος ελεγκτής ίσως έχει μικρότερο εύρος ζώνης). 

4.2.2 Ερμηνεία του κριτηρίου ∞ 

Η υιοθέτηση της στρατηγικής ελαχιστοποίησης της νόρμας ∞ δεν έχει προφανή αι-

τιολόγηση.  Κατ’ αρχήν η ελαχιστοποίηση κάποιας νόρμας προκύπτει από την φιλο-
σοφική θέση σχεδίασης: «να καταστήσουμε τα σήματα σφάλματος μικρά», σε αντί-
θεση με την κλασσική θεώρηση που βελτιστοποιεί παραμέτρους της μεταβατικής και 
σταθερής απόκρισης.  Αυτό επιβάλλει προσοχή στη κατάστρωση του Σχ. 1.8, δηλαδή 
τα σήματα z πρέπει να αναπαριστούν μεταβλητές που θέλουμε να είναι «μικρές».  
Για παράδειγμα σ’ ένα πρόβλημα παρακολούθησης, το z πρέπει να περιλαμβάνει το 
σφάλμα παρακολούθησης και όχι την έξοδο παρακολούθησης.  Επίσης το z πρέπει να 
περιλαμβάνει και κάποια ποινή επί του σήματος ελέγχου έτσι ώστε η προκύπτουσα 
λύση να είναι υλοποιήσιμη.  

Επιπλέον, η νόρμα αυτή είναι επαγόμενη: ακριβέστερα είναι η 2 επαγόμενη νόρμα 

ενός αιτιακού, ευσταθούς, γραμμικού, χρονικά αμετάβλητου συστήματος.  Επομένως 
ελαχιστοποίηση της νόρμας αυτής ισοδυναμεί με ελαχιστοποίηση της μέγιστης «α-
πολαβής» του συστήματος όταν τα σήματα εισόδου και εξόδου είναι σήματα 2, δη-

λαδή σήματα με πεπερασμένη ενέργεια. Με άλλα λόγια ελαχιστοποίηση της νόρμας 
∞ ισοδυναμεί με ελαχιστοποίηση της χείριστης επίδρασης επί της ενέργειας του z, 

αυθαίρετου 2 σήματος εισόδου w.  Υπ’ αυτή την έννοια το κριτήριο αυτό είναι κα-
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τάλληλο όταν δεν έχουμε πληροφορία για τα φασματικά χαρακτηριστικά του σήμα-
τος εισόδου w.  Σε αντίθετη περίπτωση η ελαχιστοποίηση της νόρμας 2 είναι πιο 

κατάλληλη. 

Υπάρχει όμως και μία πιο λεπτή αιτία για την υιοθέτηση ενός κριτηρίου επαγόμενης 
νόρμας:  ένας συσταλτικός (contractive) τελεστής P έχει την ιδιότητα ότι η αντι-
στροφή του I−P είναι εξασφαλισμένη.  Αυτή η λεγόμενη ιδιότητα της «μικρής απο-
λαβής» εξασφαλίζει την ευστάθεια ορισμένων συστημάτων ανατροφοδότησης, ειδικά 
όταν κάποια από τα τμήματα τους δεν ορίζονται επακριβώς.  Η ιδιότητα αυτή θα γί-
νει απόλυτα κατανοητή στο επόμενο κεφάλαιο.  

4.2.3 Λύση προβλήματος 

Υποθέτουμε ότι, 

Π1. D11=0, D22=0.  Η πρώτη προϋπόθεση δεν είναι ουσιαστική, η δεύτερη όμως α-
πλουστεύει κατά πολύ τις εξισώσεις της λύσης.  Υπονοεί ότι οι συναρτήσεις με-
ταφοράς από το w στο z και από το u στο y φθίνουν στις υψηλές συχνότητες.  

Ακόμη, για να έχει το πρόβλημα λύση πρέπει να ικανοποιούνται οι επιπλέον συνθή-
κες: 

Π2. Το ζεύγος (Α, Β2) να είναι σταθεροποιήσιμο και το (C2, A) εντοπίσιμο.  Η προϋ-
πόθεση αυτή εξασφαλίζει ότι ο ελεγκτής θα μπορεί να επηρεάσει όλες τις αστα-
θείς καταστάσεις και ότι αυτές οι καταστάσεις εμφανίζονται στις μετρήσεις. 

Π3. βαθμός(D12)=m2, βαθμός(D21)=p2.  Οι προϋποθέσεις αυτές εξασφαλίζουν ότι 
οι ελεγκτές είναι πρέποντες.  Επίσης υπονοεί ότι η συνάρτηση μεταφοράς από 
το w στο y είναι μη μηδενική στις υψηλές συχνότητες. Η προϋπόθεση αυτή συ-
νήθως δεν ικανοποιείται εκτός εάν ληφθεί ιδιαίτερη μέριμνα στη φάση διατύ-
πωσης του  προβλήματος. 

Π4. βαθμός 
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=n+m2 σε όλες τις συχνότητες. 

Π5. βαθμός 
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DC

jA ΒΙω
=n+p2 σε όλες τις συχνότητες. 

Για το απλοποιημένο αυτό πρόβλημα ένας (υποβέλτιστος) ελεγκτής δίνεται από τη 
σχέση, 

xKu c ˆ  

όπου ο εκτιμητής κατάστασης υπολογίζεται από την, 

)ˆ(ˆˆˆ 12 yyKZwBuBxAx e  
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και, 
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Ο όρος ŵ  είναι η εκτίμηση της χειρότερης δυνατής διαταραχής εισόδου του συστή-
ματος και ο ŷ  είναι η έξοδος του εκτιμητή.  Οι πίνακες απολαβής Kc, Ke δίνονται 
από τους τύπους, 
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Ο όρος Ζ υπολογίζεται μέσω της, 
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  ΧΥγIZ  

Οι όροι Χ, Υ είναι οι λύσεις των εξισώσεων Riccati για τον ελεγκτή και εκτιμητή 
αντίστοιχα: 
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όπου, 
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Συλλέγοντας όλες τις παραπάνω εκφράσεις μπορούμε να γράψουμε το κλειστό σύ-
στημα ως εξής: 
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Τέλος μπορεί να αποδειχθεί ότι ο σταθεροποιητικός ελεγκτής υπάρχει αν και μόνον 
αν οι εξισώσεις Riccati (4.11), (4.12) έχουν θετικά ημιορισμένες λύσεις και, 

ρ(ΧΥ)<γ2 

(όπου ρ: φασματική ακτίνα). 

Για τον ελεγκτή αυτόν φυσικά ║Τzw║∞<γ. 

Απόδειξη:  Δες π.χ. Zhou, K. σ.272-278. 

4.2.4 Μορφοποίηση προβλημάτων ελέγχου σε διάγραμμα δύο θυρών 

Η μορφοποίηση των γνωστών προβλημάτων αυτομάτου ελέγχου σε διαγράμματα δύο 
θυρών δεν είναι προφανής.  Στην ενότητα αυτή θα δώσουμε μία γενική προσέγγιση 
στο θέμα αυτό.  Επιμέρους προβλήματα μπορούν να διατυπωθούν σαν υποπεριπτώ-
σεις της γενικής τοποθέτησης. 

Ας θεωρήσουμε λοιπόν το κλασσικό πρόβλημα ρύθμισης, που φαίνεται στο Σχ. 3.1 
με την  γνωστή ερμηνεία των μεταβλητών.  Στόχος της ονομαστικής σχεδίασης είναι 
να διατηρήσουμε το μέγεθος του σφάλματος "μικρό", παρ' όλες τις διαταραχές και 
τον θόρυβο στις μετρήσεις.  Επίσης επιθυμούμε ο έλεγχος να έχει μικρό μέγεθος έτσι 
ώστε να εξοικονομείται ενέργεια. 

Για να μπορέσουμε να επιλύσουμε το πρόβλημα με τα εργαλεία του ελέγχου ελάχι-
στης νόρμας είναι απαραίτητο να μετασχηματίσουμε το Σχ. 3.1. 

Σε πρώτη φάση παράγουμε το Σχ. 4.2. 
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Σχήμα 4.2  Παραδοσιακό διάγραμμα συστήματος ρύθμισης δύο βαθμών ελευθερίας (σταθμισμένο) 

Συγκρίνοντας τα δύο σχήματα παρατηρούμε βασικά ότι οι είσοδοι και έξοδοι έχουν 
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προπολλαπλασιασθεί  και μεταπολλαπλασιασθεί με κάποιες συναρτήσεις μεταφοράς, 
έτσι ώστε για παράδειγμα, 

Wr(s)r=rw  

Ο λόγος γι’ αυτή την τροποποίηση είναι ότι θέλουμε οι νόρμες των εμπλεκομένων 
σημάτων εισόδου και εξόδου να είναι ≤1 (αυτό απαιτεί η διαδικασία ελέγχου Η∞,  
όπως θα δούμε στη συνέχεια).  Επομένως έχοντας γνώση των σημάτων εισόδου (α-
ναφορά, διαταραχή, θόρυβος) και των απαιτήσεων σχεδίασης σε ότι αφορά στα σή-
ματα εξόδου (μέγεθος ελέγχου, σφάλμα), μπορούμε να υπολογίσουμε τις συναρτή-
σεις μεταφοράς βαρών έτσι ώστε να ισχύει ο περιορισμός μεγέθους που προαναφέρ-
θηκε (περισσότερες λεπτομέρειες στο επόμενο κεφάλαιο). 

Οι υπόλοιπες ήσσονες διαφορές των δύο σχημάτων είναι αφ’ ενός η ύπαρξη του πί-
νακα J γιατί είναι δυνατόν να απαιτείται η ρύθμιση λιγότερων μεταβλητών από αυτές 
που παρατηρούνται και αφ’ ετέρου ο διαφορετικός τρόπος απεικόνισης της δυνατό-
τητας μορφοποίησης της εισόδου.  Όμως παρατηρούμε ότι στο Σχ. 3.1 η έξοδος του 
ελεγκτή είναι, 

K(Prw−yn)=KPrw−Κyn 

ενώ στο Σχ. 4.2 αντίστοιχα έχουμε, 
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Συγκρίνοντας τις δύο παραστάσεις εύκολα μπορούμε να δούμε την ισοδυναμία. 

Να υπενθυμίσουμε ότι το Σχ. 4.2 είναι πολύ γενικό και στη πράξη κάποια κομμάτια 
(όπως για παράδειγμα η διαταραχή στη είσοδο της εγκατάστασης) μπορεί να λείπουν.  
Ο χρήστης μπορεί να κάνει τις απλοποιήσεις όπου χρειάζεται.  Σε κάθε περίπτωση η 
απλοποίηση είναι ευκολότερη διαδικασία από την γενίκευση, και για το λόγο αυτό 
χρησιμοποιούμε εδώ το πιο γενικό υπόδειγμα. 

Στη συνέχεια το Σχ. 4.2 μετασχηματίζεται στο ζητούμενο διάγραμμα δύο θυρών του 
Σχ. 1.8,  
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Σχήμα 1.8  Διάγραμμα δύο θυρών 
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όπου z οι μεταβλητές εξόδου που θέλουμε να ρυθμίσουμε και w οι εξωγενείς είσοδοι.  

Για να βρούμε την μορφή του P(s) «σπάμε» το βρόχο ανατροφοδότησης του Σχ. 1.8 
(Σχ. 4.3) και χρησιμοποιούμε τις εξισώσεις που προκύπτουν από το Σχ. 4.2.  Η διαδι-
κασία είναι κάπως κουραστική αλλά όχι δύσκολη. 
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Σχήμα 4.3  Δομή ανοικτού βρόχου 

Έτσι, 

ew=Wee=We(rw−Jyd)=We[rw−J(
odW do+Gv)] 

=WeWrr−WeJ
odW do−WeJG(

idW di+uc) 

=WeWrr−WeJ
odW do−WeJG

idW di+WeJGuc 
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και, 

uw=Wuuc 

yn=yd+Wnn=(
odW do+Gv)+Wnn=G(

idW di+uc)+ 
odW do+Wnn 

=G
idW di+Guc+

odW do+Wnn 

rw=Wrr 

Συλλέγοντας όλα τα παραπάνω, έχουμε, 
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 (4.13)

Η (4.13) αναπαριστά το σύστημα, 
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~

το μη σταθμισμένο σύστημα (π.χ. του Σχ. 3.1). 

 

Επίσης τα εμπλεκόμενα συστήματα περιγράφονται σε μορφή εξισώσεων κατάστασης 
ως, 
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και, 

 x K(t)=AKxK(t)+BKy(t) 

 u(t)=CKxK(t)+DKy(t) 

Για να κατανοήσουμε καλύτερα, αλλά και για να βρούμε τις αντιστοιχίες που εμπλέ-
κονται ας κάνουμε μία «ακτινογραφία» του Σχ. 1.8, που φαίνεται στο Σχ. 4.4. 
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Σχήμα 4.4  Πρόβλημα ρύθμισης σε διάγραμμα δύο θυρών 
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Στη συνέχεια ας εκφράσουμε τις συναρτήσεις μεταφοράς του Σχ. 4.2 σε εξισώσεις 
χώρου κατάστασης.  Έτσι, έστω ότι, 
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Στην «φυσιολογική» διατύπωση του προβλήματος οι συναρτήσεις δίνονται συνήθως 
σε εξισώσεις χώρου κατάστασης για την εγκατάσταση G, και σε πίνακες μεταφοράς 
για τα υπόλοιπα.  Αυτό συμβαίνει γιατί οι πίνακες W  μορφοποιούν τα σήματα στο 
πεδίο της συχνότητας.  Σε κάθε περίπτωση το MATLAB παρέχει όλες τις συναρτή-
σεις γι’ αυτή τη μετατροπή (π.χ. η sys=ss(W) μετατρέπει τον πίνακα μεταφοράς W 
σε αναπαράσταση χώρου κατάστασης). 

Έτσι οι εξισώσεις που συνδέουν τις εισόδους, εξόδους, καταστάσεις και είσο-
δο/έξοδο στον ελεγκτή είναι, 

 

  GGGwGGGG xCyudBxAx
i

 ,  

uDxCuuBxAx uuuwuuuu  ,  

     
oo wGweeewwGweeee dyJrDxCedyJrBxAx  ,  

rDxCrrBxAx rrrwrrrr  ,  

nDxCnnBxAx nnnwnnnn  ,  

idddwidddd dDxCddBxAx
iiiiiiii

 ,  

odddwodddd dDxCddBxAx
oooooooo

 ,  

yn=yG+nw+
owd  

(4.14)



© Α. Πουλιέζος© Α. Πουλιέζος

Α. Πουλιέζος Έλεγχος ελάχιστης νόρμας

 

86 

Τώρα ας ορίσουμε, 
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οπότε αντικαθιστώντας τα εσωτερικά σήματα 
owd , 

iwd , nw, rw και yG από τις (4.14) 

παίρνουμε, 
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Επομένως οι πίνακες της (4.5) είναι, 
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Παράδειγμα 4.1  Ας θεωρήσουμε ένα απλοποιημένο παράδειγμα για την κατανόηση 
των παραπάνω εννοιών.  Έστω το σύστημα του Σχ. 4.5, 
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Σχήμα 4.5 
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Ο στόχος είναι η εύρεση ενός ελεγκτή ∞ για την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης 

μεταφοράς Tzw(s) από το w= 








id

d
 στο z= 








u

e
~ . 

Το πρόβλημα στη μορφή αυτή είναι ένα πρόβλημα απόρριψης διαταραχών, δηλαδή 
αυτό που προσπαθεί να πετύχει ο ελεγκτής είναι να ελαχιστοποιήσει την χείριστη 
επίδραση των διαταραχών εισόδου και εξόδου (di, d) επί της εξόδου και μεγέθους 
ελέγχου (e, u~ ). 

Μέσω της διαδικασίας υπολογισμού της (4.13) βρίσκουμε, 
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ενώ η (4.5) είναι, 
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Τέλος προκύπτει η Tzw(s): 
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Η εντολή, 
[K, CL, GAM, info] = hinfsyn(P, Nmeas, Ncon, 'TOLGAM', 0.0001) 

 

μας δίνει έναν υποβέλτιστο ελεγκτή: 

)12,0/)(14,1/)(119,22/)(167,32449447(

)14,1/)(127,7/)(110/(82,12
)(





ssss

sss
sK  

με γ=0,7849.  Στο Σχ. 4.6 βλέπουμε το γράφημα της μέγιστης ιδιόμορφης τιμής του 
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Tzw, την οποία ελαχιστοποιεί ο ελεγκτής.  Η τιμή αυτή είναι σταθερά στο 0,785 για 
μεγάλο εύρος συχνοτήτων, γεγονός αναμενόμενο αφού ο ελεγκτής ∞ είναι ολοπε-

ρατός (all-pass). 
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Σχήμα 4.6  Μέγιστη ιδιόμορφη τιμή της Tzw του Παρ. 4.1 

Έχει πετύχει όμως ο ελεγκτής αυτός τον στόχο για το αρχικό σύστημα;  Ας ξαναθυ-
μηθούμε τις εξισώσεις που διέπουν τον στόχο αυτό, δηλαδή την απόρριψη διαταρα-
χών από την Ενότητα 3.2: 

e=(I+GK)−1[I+GK(I−P)]rw−(I+GK)−1dwo−(I+GK)−1Gdwi−(I+GK)−1GKn
w  

(3.1) 

ενώ, 
u=(I+KG)−1KPrw−(I+KG)−1Kdwo−(I+KG)−1KGdwi−(I+KG)−1Knw (4.11)

Ας απομονώσουμε τους όρους των διαταραχών και ας ξαναγράψουμε τις  (3.1), 
(4.11)  με όρους του συγκεκριμένου παραδείγματος.  Έτσι έχουμε: 

e=(I+GK)−1d+(I+GK)−1Gdi 

u= (I+KG)−1Kd−(I+KG)−1KGdi 

Οι εξισώσεις αυτές μας λένε ότι για ν’ απορριφθούν οι διαταραχές πρέπει το μέγεθος 
των (I+GK)−1, (I+GK)−1G, (I+KG)−1K, (I+KG)−1KG να είναι μικρό στις συχνότητες 
που παρουσιάζονται οι διαταραχές (χαμηλές).  Για να δούμε αν ισχύει αυτό. 
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Στο Σχ. 4.7 φαίνονται οι ιδιόμορφες τιμές των συναρτήσεων αυτών (θυμίζω 
So=(I+GK)−1, Si=(I+KG)−1). 
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Σχήμα 4.7  Ιδιόμορφες τιμές κρίσιμων συναρτήσεων του Παρ. 4.1 

Απ’ ότι φαίνεται ο ελεγκτής τα καταφέρνει αρκετά καλά εκτός ίσως από την περί-
πτωση του SiKG όπου η τιμή είναι κάπως υψηλή.  Οι προβλέψεις αυτές επαληθεύο-
νται και από τις αντίστοιχες βηματικές αποκρίσεις που φαίνονται στα Σχ. 4.8, 4.9:  οι 
διαταραχές δεν επηρεάζουν το e αλλά η di εμφανίζεται στο u~  - μάλιστα είναι ίσο με 
αυτήν όπως προβλέπει και η ιδιόμορφη τιμή (= 0db στις χαμηλές). 

Γιατί συμβαίνει αυτό;  Ο ελεγκτής ∞ είναι βέλτιστος για σήματα εισόδου με πεπε-

ρασμένη νόρμα  2, κάτι που δεν ισχύει για βηματικές εισόδους.  Δηλαδή δοκιμάσα-

με την απόδοση του ελεγκτή σε μία είσοδο για την οποία δεν ισχύει το βέλτιστο.  Για 
να πετύχουμε τον στόχο αυτό πρέπει να διαμορφώσουμε πιο κατάλληλα τις εξόδους 
μέσω των συναρτήσεων βαρών We, Wu. 
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Σχήμα 4.8  Βηματικές αποκρίσεις του e του Παρ. 4.1 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
-1

-0.5

0

u

Βηματική απόκριση u λόγω d

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
-1.5

-1

-0.5

0

u

Βηματική απόκριση u λόγω di

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
-1.5

-1

-0.5

0

u

sec

Ολική βηματική απόκριση u

 

Σχήμα 4.9  Βηματικές αποκρίσεις του u~ του Παρ. 4.1 
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4.2.5 Ερμηνεία της μέγιστης ιδιόμορφης τιμής 

Όπως προείπαμε η επιλογή των βαρών που μορφοποιούν τα σήματα εισόδου και εξό-
δου στο πεδίο της συχνότητας, είναι η μοναδική σχεδιαστική παράμετρος στην μεθο-
δολογία εύρεσης ελεγκτών χρησιμοποιώντας ελάχιστες νόρμες.  Θα δούμε λοιπόν 
κάποιες απλές κατευθυντήριες γραμμές που θα βοηθήσουν στην αρχική επιλογή των 
συναρτήσεων αυτών.  Αν τα αποτελέσματα της σχεδίασης δεν κρίνονται ικανοποιη-
τικά, τότε τα αρχικά βάρη μπορούν να τροποποιούνται σταδιακά μέχρι την επίτευξη 
ικανοποιητικής σχεδίασης, αν αυτό βέβαια είναι εφικτό. 

Ας θεωρήσουμε το βασικό σύστημα, 

 r~ y~

G(s) 

 

όπου G(s) είναι ο πίνακας συνάρτησης μεταφοράς ενός πολυμεταβλητού ευσταθούς 
συστήματος.  Έστω, 

 )(sup 


jGG
   (>0) 

Τότε ξεκινώντας από μηδενικές αρχικές συνθήκες το θεώρημα Parseval δίνει, 
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Επιπλέον υπάρχουν συγκεκριμένες είσοδοι r~  οι οποίες έχουν σαν αποτέλεσμα ο λό-

γος 
2

2
~

~

r

y
 να παίρνει τιμές αυθαίρετα κοντά στο β. Εξαιτίας αυτού η ║G║∞ αναφέρε-

ται και σαν η 2 απολαβή (ή RMS) του συστήματος. 

Μία άλλη ερμηνεία της ║G║∞ είναι επίσης δυνατή αν η είσοδος r~  είναι αρμονική.  
Έστω, 
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με ║a║2 ≤1, τότε η έξοδος στη σταθερή κατάσταση είναι, 
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όπου  ║b║2 ≤β, και επιπλέον το β είναι ο μικρότερος αριθμός για τον οποίο ισχύει η 
ανισότητα αυτή. 

 

G(s)

u=ημ(ω t) y=║G( jω) ║ημ(ω t+<G( jω)) 
 

Σχήμα 4.10 

Έστω, 
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Τότε η απόκριση σταθεράς κατάστασης μπορεί να γραφεί. 
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Μ’ αυτά τα δεδομένα, 

u

y
GGσ

uωφ ˆ

ˆ
sup)(

ˆ,,i


  

Τώρα, η Gm×n(s) μπορεί να αποσυντεθεί ως, 

G(jω)=U(jω)ΣV*(jω) 

όπου οι Um×m and Vn×n  είναι ορθομοναδιαίοι πίνακες (U*U=I), 
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όπου p=min{m, n}, και τα σi είναι οι ιδιόμορφες τιμές του G καταταγμένες κατ’ αύ-
ξουσα σειρά (σ1> σ2>… >σp.  Στη μορφή αυτή, οι στήλες του V καλούνται κύριες 
κατευθύνσεις εισόδου (principal input directions), οι στήλες του U κύριες κατευ-
θύνσεις εξόδου (principal output directions) και τα σi κύριες απολαβές (principal 
gains).  

Το ακόλουθο ισχύει: 

Gvi=σ iui 

Ειδικότερα αν οι U και V εκφρασθούν σε πολική μορφή, 

Uki=uki
kije   

Vli=vl i
lie j  

τότε αν η είσοδος στο σύστημα είναι, 

r(t)=vl icos(ωt+φ l i) 

η έξοδος του είναι, 

y(t)=σ i  ukicos(ωt+θk i) 

Αυτό δείχνει γιατί η ιδιόμορφη τιμή είναι η επέκταση της έννοιας της απολαβής σε 
πολυμεταβλητά συστήματα. 

Παράδειγμα 4.1:  Θεωρήστε το σύστημα μάζας//ελατηρίου//αποσβεστήρα του Σχ. 
4.11. 
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Σχήμα 4.11 

Το δυναμικό αυτό σύστημα περιγράφεται από τις ακόλουθες εξισώσεις: 

 

 

 

όπου k1=1, k2=4, b1=0.2, b2=0.1, m1=1, m2=2 σε κατάλληλες μονάδες. 

Το γράφημα των ιδιόμορφων τιμών της συνάρτησης μεταφοράς , 

G(s)=C(sI-A)-1B+D 

φαίνεται στο Σχ. 4.12. 
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Σχήμα  4.12 

Από το γράφημα φαίνεται ότι ║G(s)║∞= ║G(jω)║∞=11.47 για ω=0.8483.  Αυτό ση-
μαίνει ότι αν το σύστημα διεγερθεί με την είσοδο, 
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η έξοδος του θα είναι αποτέλεσμα ενίσχυσης κατά 11.47 φορές.  Ειδικότερα, 
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Η  απόκριση αυτή φαίνεται στο Σχ. 4.13. 



© Α. Πουλιέζος© Α. Πουλιέζος

Α. Πουλιέζος Έλεγχος ελάχιστης νόρμας

 

97 

 

Σχήμα  4.13 

Δηλαδή η ιδιόμορφη τιμή είναι ένα μέτρο του «μεγέθους» του πίνακα G(s). 

4.2.6 Επιλογή συναρτήσεων βαρών 

Σε πολυμεταβλητά συστήματα τα βάρη είναι συνήθως διαγώνιοι πίνακες όπου τα 
διαγώνια στοιχεία επιλέγονται με βάση τα προηγούμενα.  Έτσι, ας θεωρήσουμε το 
σύστημα, 

 
r~ y~
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όπου, 
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είναι ευσταθείς πίνακες μεταφοράς.  Τότε, 

rGWWrGWyWy RLLL  ~~  

Επομένως φραγμός στη ποσότητα RLGWW  θα έχει σαν αποτέλεσμα φραγμό στην 
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σταθερή κατάσταση των r~  και y~ .  Έτσι, το 
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για κάθε ημιτονοειδή είσοδο, 
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αν και μόνον αν RLGWW  

Αυτό με τη σειρά του προϋποθέτει, αρκετά προσεγγιστικά, ότι  RLGWW αν και 

μόνον αν για κάθε είσοδο r~  με )(~ ωjWr
iRi   ισχύει 

)(

1~
ωjW

y
iL

i  . 

Η τελευταία αυτή σχέση μας δίνει μία προσέγγιση επιλογής βαρών: να χρησιμοποιή-
σουμε τον WR για να αναπαραστήσουμε τα σχετικά μεγέθη των πιθανών εισόδων και 
τον 1/WL για να αναπαραστήσουμε τα επιθυμητά άνω φράγματα των εξόδων. 

 

Για να πάρουμε μια γενική ιδέα για την επίδραση των βαρών ας ξαναδούμε το Σχ. 
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Σχήμα 4.14   

όπου P
~

 είναι το πραγματικό σύστημα που θέλουμε να ελέγξουμε, z~  και w~  τα πραγ-
ματικά σήματα εισόδου και εξόδου και Ww(s), Wz(s) πίνακες συναρτήσεων μεταφο-
ράς βαρών στο πεδίο της συχνότητας τέτοιες ώστε τα προκύπτοντα σήματα w και z 
να ικανοποιούν την προϋπόθεση που τίθεται από την μεθοδολογία ∞ , δηλαδή, 

║w║2≤1, ║z║2≤1 

ή, 

 ║ wWw
~1 ║2≤1, ║Wz z~ ║2≤1 (4.15)

αν οι αντίστροφοι υπάρχουν.  Η (4.15) μας οδηγεί στο ότι, 

Σαν γενική αρχή μπορούμε να πούμε ότι σημείο εκκίνησης για την επιλογή 
των βαρών είναι η εκτίμηση της επιθυμητής συμπεριφοράς για τα σήματα ε-
ξόδου (σφάλμα, έλεγχος) και της προσδοκώμενης συμπεριφοράς για τα σήμα-
τα εισόδου (σήμα αναφοράς, διαταραχές, θόρυβος). 

Η (4.15) είναι ένα φράγμα στη νόρμα των εμπλεκομένων σημάτων δηλαδή στο μέγε-
θος τους, επομένως αν, 

1
zW = χειρότερη επιθυμητή συμπεριφορά του z 

Ww= χειρότερη προσδοκώμενη συμπεριφορά του w 

τότε έχουμε πετύχει το στόχο μας.  Τα πράγματα μπερδεύονται όμως λίγο επειδή και 
οι συναρτήσεις βαρών πρέπει να ικανοποιούν την συνθήκη που επιβάλλει ο έλεγχος 
∞ , δηλαδή οι συναρτήσεις βαρών πρέπει να είναι ευσταθείς συναρτήσεις ελάχιστης 

φάσης.  Επίσης να επισημάνουμε ότι στα πολυμεταβλητά συστήματα οι πίνακες βα-
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ρών είναι σχεδόν πάντα διαγώνιοι.  Έτσι αφού στη γενική περίπτωση, 
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(όπου uw, ew είναι ο έλεγχος και το σφάλμα αντίστοιχα και do, di, n και r η διαταραχή 
εξόδου, διαταραχή εισόδου, θόρυβος και είσοδος αναφοράς αντίστοιχα), προκύπτει 
ότι, 
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Ας κάνουμε στη συνέχεια μια μικρή ανακεφαλαίωση σε ότι αφορά τα διαγράμματα 
Bode συναρτήσεων μεταφοράς, κάτι που θα βοηθήσει στην επιλογή των συναρτήσε-
ων βαρών.   Στο Σχ.  4.3 φαίνεται το διάγραμμα Bode του μέτρου της συνάρτησης, 
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s
sG

c

c
ω
ωε




)(  

(4.16)

για ε=0,1, ωc=10, M=4, δηλαδή της, 
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Σχήμα 4.15  Διάγραμμα Bode συνάρτησης πρώτης τάξης 

Όπως  φαίνεται από το σχήμα, σ’ αυτή τη μορφή διατύπωσης της G(s), το Μ είναι η 
μέγιστη τιμή της │G(s)│, ωc είναι η συχνότητα διασταύρωσης (crossover), αν αυτή 
ορισθεί σαν η συχνότητα όπου η │G(jωc)│ διασχίζει την μονάδα από τα άνω, και ε η 
ελάχιστη τιμή της │G(s)│.   Η μορφή αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να υπολο-
γισθούν συναρτήσεις βαρών για τα σήματα εξόδου (έλεγχος, σφάλμα). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 

Στιβαρή απόδοση 

5.1 Εισαγωγή 
Στα προηγούμενα κεφάλαια προσεγγίσαμε το πρόβλημα της εύρεσης «κατάλληλων» 
ελεγκτών ανατροφοδότησης έχοντας κάνει την – μη ρεαλιστική – παραδοχή ότι το 
υπόδειγμα της υπό έλεγχο εγκατάστασης είναι απόλυτα γνωστό και ορισμένο, υπό 
την έννοια ότι δεδομένης οποιασδήποτε εισόδου υπάρχει μία και μοναδική έξοδος.  
Επιπλέον ασχοληθήκαμε με συστήματα που θεωρήσαμε γραμμικά, χρονικά αμετά-
βλητα και πεπερασμένης διάστασης.  Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με την 
ανάλυση συστημάτων των οποίων η γνώση δεν είναι ακριβής: δηλαδή με αβέβαια 
συστήματα. 

Πιο συγκεκριμένα θα προσπαθήσουμε να λύσουμε τα εξής δύο προβλήματα: 

1. Πρόβλημα στιβαρούς ευστάθειας:  για ποιο μέγεθος αβεβαιότητας το σύστημα 
ελεγκτή-εγκατάστασης παραμένει ευσταθές ; 

2. Πρόβλημα στιβαρούς απόδοσης: για ποιο μέγεθος αβεβαιότητας οι αποκρίσεις 
του συστήματος ελεγκτή-εγκατάστασης παραμένουν αποδεκτές; 

Η αβεβαιότητα είναι αποτέλεσμα είτε ελλιπούς γνώσης κατά την φάση του σχεδια-
σμού (π.χ. τιμή κάποιας παραμέτρου) είτε προκύπτει ηθελημένα λόγω συνειδητής 
επιλογής απλούστερων υποδειγμάτων για λόγους ευκολίας στην ανάλυση. 

5.2 Μαθηματικό υπόδειγμα για την επίλυση του προβλήματος 
Στη μέχρι τώρα θεωρία έχουμε χρησιμοποιήσει το δομικό διάγραμμα δύο θυρών του 
Σχ. 1.8, 

 

Κ 

P 

z w 

u y 

 

Σχήμα  1.8  Διάγραμμα δύο θυρών 

και έχουμε απαντήσει στο εξής ερώτημα: 
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 Ποιοι είναι οι αποδεκτοί ελεγκτές K(s) που ελαχιστοποιούν την ║Τzw║∞; 

Το ερώτημα αυτό το απαντήσαμε έχοντας θεωρήσει ότι όλες οι παραδοχές σχετικά 
με τις τιμές των μεταβλητών ή την γραμμικότητα των εμπλεκομένων συστημάτων 
είναι αληθείς.  Στο κεφάλαιο αυτό θα άρουμε αυτή την παραδοχή για να δούμε πόσο 
μακριά μπορούμε να φτάσουμε.  Συγκεκριμένα θα χρησιμοποιηθεί το μαθηματικό 
υπόδειγμα που αναπαρίσταται από το Σχ. 5.16. 

 

Κ 

P 
z w 

u y 

Δ 

 

Σχήμα 5.16  Διάγραμμα ελέγχου υπό αβεβαιότητα 

Στο σχήμα αυτό το τετράγωνο Δ εσωκλείει κάθε αβεβαιότητα που θέλουμε να λά-
βουμε υπ’ όψη μας στο σύστημα P.  Συγκεκριμένες δομές για το κομμάτι αυτό θα 
δούμε στη συνέχεια, αλλά πάντως, 

 ║Δ║∞≤1 (5.17)

Να σημειωθεί εδώ ότι έχει υποτεθεί ότι αβεβαιότητα υπάρχει μόνο σε ότι αφορά 
στην εγκατάσταση P και όχι στον ελεγκτή Κ.  Αυτό φαίνεται λογικό αφού ο ελεγκτής 
είναι αρκετά γνωστός όντας το αποτέλεσμα της σχεδίασης.  Παρ’ όλ’ αυτά δεν απο-
κλείεται και το χρησιμοποιούμενο μαθηματικό υπόδειγμα του ελεγκτή να περιέχει 
αβεβαιότητα που να προέρχεται από παρόμοιες αιτίες με αυτές της εγκατάστασης 
(γραμμικοποίηση, αβεβαιότητα στις παραμέτρους κλπ).  Το πρόβλημα αυτό είναι 
αρκετά πιο δύσκολο και πολύπλοκο.  

Το Σχ. 5.16 μπορεί περαιτέρω να απλοποιηθεί, χρησιμοποιώντας την, 

Μzw=Pzw+PzuK(I−PyuK)−1Pyw=Fl(P, K) 

που είναι η ολική συνάρτηση μεταφοράς μεταξύ z και w (θυμίζουμε ότι, 
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Έτσι το Σχ. 5.16 μετατρέπεται στο ισοδύναμο και απλούστερό του, 

 

Μ 
z w 

Δ 

 

Σχήμα 5.17  Απλουστευμένο διάγραμμα ελέγχου υπό αβεβαιότητα 

Μία «ποιοτική» απεικόνιση του Σχ. 5.17 φαίνεται στο Σχ. 5.18. 

 

ονομαστική
εγκατάσταση

σφάλμα θόρυβος 

αβεβαιότητα

μέγεθος 
ελέγχου 

μετρήσεις 

διαταραχές 

έλεγχος 

 

Σχήμα 5.18  Ποιοτική θεώρηση αβεβαιότητας 

Το Σχ. 5.17 καλείται ανωτέρα LFT και είναι η σχηματική αναπαράσταση της εξίσω-
σης, 

 z=Fu(Μ, Δ)w=[Μ22+Μ21Δ(I−Μ11Δ)−1Μ12]w (5.18)

όπου υπονοείται η δομή του πίνακα Μ, 

 









2221

1211




  (5.19)

με τους υποπίνακες Μij κατάλληλων διαστάσεων. 
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Για τη συνέχεια θα υποθέσουμε, όπως έχουμε κάνει μέχρι τώρα, ότι το δεδομένο σύ-
στημα Τ είναι πεπερασμένης διάστασης, γραμμικό και χρονικά αμετάβλητο (FDLTI-
Finite Dimensional, Linear Time-Invariant). 

Αν και τα πρότυπα αβεβαιότητας είναι αρκετά, έτσι ώστε να καλυφθεί ένα μεγάλο 
φάσμα καταστάσεων που εμφανίζονται σε πραγματικά προβλήματα, εμείς θα εστιά-
σουμε σε δύο από αυτά. Αυτά αφ’ ενός δείχνουν τον τρόπο με τον οποίο αντιμετωπί-
ζεται η αβεβαιότητα με τα σύγχρονα εργαλεία ελέγχου, αφ’ ετέρου καλύπτουν το 
μεγαλύτερο φάσμα από πραγματικές εφαρμογές.  Τα πρότυπα αυτά είναι της αδόμη-
της πολλαπλασιαστικής αβεβαιότητας (αβεβαιότητα στη συνολική συμπεριφορά συ-
ναρτήσεων μεταφοράς) και της δομημένης αβεβαιότητας (αβεβαιότητα στις τιμές 
των παραμέτρων).  Όπως θα δούμε, το πρόβλημα αυτό δεν έχει ακόμη επιλυθεί επα-
κριβώς. 

5.2.1 Δομημένη αβεβαιότητα 

(Αλλιώς στατική ή παραμετρική αβεβαιότητα).  Υποδείγματα δομημένης αβεβαιότη-
τας προκύπτουν όταν οι παράμετροι ενός συστήματος δηλώνονται ως σύνολα τιμών 
αντί της συνηθισμένης μίας τιμής.  Τα υποδείγματα αυτά εμφανίζονται σε συστήματα 
των οποίων οι παράμετροι μεταβάλλονται ανάλογα με το σημείο λειτουργίας (αερο-
δυναμικοί συντελεστές στον έλεγχο πτήσης, συντελεστές εξισώσεων στον έλεγχο 
εγκαταστάσεων ηλεκτρικής ισχύος κ.λ.π.).  Η προσέγγιση αυτή είναι καλή σε χαμη-
λές συχνότητες, πάσχει όμως στις υψηλές όπου η αγνοημένη δυναμική των υψηλών 
συχνοτήτων είναι σημαντική (και όπου θα χρησιμοποιήσουμε υποδείγματα αδόμητης 
αβεβαιότητας). 

Ας δούμε τώρα μέσω ενός παραδείγματος, πως μπορούμε να εκφράσουμε ένα σύ-
στημα με δομημένη αβεβαιότητα σαν μία ανωτέρα LFT. 

Παράδειγμα 5.1   

Έστω το σύστημα του Σχ. 5.19, 

y 

G(s)C(s)

 r 

- 

 

Σχήμα 5.19  Αβέβαιη G 

με G(s)=
)1(2 ss 




 και 
sT

sTk
sC d

01
)(




 .  Οι παράμετροι α, β είναι αβέβαιοι με ονο-

μαστικές τιμές α0, β0 αντίστοιχα.  Χρησιμοποιούμε το ακόλουθο υπόδειγμα για ν’ 
αναπαραστήσουμε αυτή την αβεβαιότητα, 
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α=α0+α1Δαα2 

β=β0+β1Δββ2 

όπου ║Δα║, ║Δβ║<1 (οι σταθερές α1, α2, β1, β2 δεν είναι όλες απαραίτητες σε συ-
στήματα SISO αλλά χρησιμοποιούνται εδώ για λόγους ομοιομορφίας με τα συστήμα-
τα ΜΙΜΟ).  Ο λόγος γι’ αυτό το υπόδειγμα είναι ότι η θεωρία που έπεται απαιτεί 
║Δ║<1. 

Θέλουμε να αναπαραστήσουμε αυτό το αβέβαιο σύστημα στη μορφή του Σχ. 5.17.  Η 
διαδικασία έχει τρία βήματα: 

Βήμα 1.  Αναπαριστούμε την αβέβαιη G(s) σ’ ένα κλασσικό δομικό διάγραμμα όπου 
οι αβεβαιότητες εμφανίζονται μόνες τους σε ξεχωριστά τμήματα (Σχ. 5.20): 

y

s 

 u 
-

β0 

1/s2
α0 

Δβ  Δα   p1   q1  
 q2

 p2

α1 α2 

β1β2

α0+α1Δαα 2

1+s(β0+β1Δββ2)

1

 

Σχήμα 5.20  Αβέβαιη G 

Το τέχνασμα εδώ είναι να αναπαραστήσουμε τον παρανομαστή της G σαν βρόχο α-
νάδρασης.  Τα υπόλοιπα προκύπτουν εύκολα. 

Βήμα 2.  Αποσύνδεση των Δ:  «βαφτίζουμε» τις εισόδους και εξόδους των Δ, pι και 
qi αντίστοιχα. 

Βήμα 3.  Υπολογισμός του M: γράφουμε τις εξισώσεις που συνδέουν τις εισόδους 
του συστήματος με τις εξόδους τους, με τα Δ όμως αποσυνδεδεμένα (Σχ. 5.21). 
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Σχήμα 5.21  Υπολογισμός του Μ 

Οι είσοδοι είναι τα q1, q2, r ενώ οι έξοδοι τα p1, p2, y.  Για τα pi ισχύει,: 

p2/β1=−s(β2q2+(β0/β1)p2)+
2
1

s
(α2q1+α0C(s)(r−p2/β1)) 
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με χ(s)= 020 )(
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1  sC
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Επειδή τώρα p1/α1= C(s)(r−p2/β1), 
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και προφανώς y=p2/β1.  Γράφοντας τα παραπάνω σε μορφή πίνακα προκύπτει, 
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Χρησιμοποιώντας τέλος την 5.18, παίρνουμε την ζητούμενη μορφή, 

 y=Fu(M, Δ)r=[M22+M21Δ(I−M11Δ)−1M12]r (5.20)

με, 
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και, 

















 

Η τελική δομή φαίνεται στο Σχ. 5.22: 
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Σχήμα 5.22 Δομή Μ-Δ για το Παρ. 5.1 

Να τονίσουμε ότι η (5.20) είναι πλήρης απεικόνιση της δυναμικής συμπεριφοράς του 
συστήματος για κάθε τιμή των Δ, αi, βi.  Για παράδειγμα το Σχ. 5.23 δείχνει την βη-
ματική απόκριση του συστήματος του Σχ. 5.19 για k=1, Td= 2 , T0=0,1, Δ = diag(1, 
1), α0=2,75, α1=α2= 25,2 , β0=0,1, β1=β2= 1,0 . 
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Βηματική απόκριση

 

Σχήμα 5.23 Βηματική απόκριση αβέβαιου συστήματος 

Οι εκδόσεις του MATLAB (v7 και νεότερες) παρέχουν πλέουν σειρά εργαλείων για 
την ανάλυση αβέβαιων συστημάτων.  Έτσι οι ακόλουθες εντολές δημιουργούν 5 τυ-
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χαία δείγματα του αβέβαιου συστήματος  του Σχ. 5.22, με το αντίστοιχο διάγραμμα:   
% δημιουργία αβέβαιης παραμέτρου ονομαστικής τιμής a0 και εύρος sqrt(a1*a2) 

a03 = ureal('a0', a0, 'plusminus', a1*a2) 
% δημιουργία αβέβαιης παραμέτρου ονομαστικής τιμής b0 και εύρος sqrt(b1*b2) 

b03 = ureal('b0', b0, 'plusminus', b1*b2) 
% δημιουργία αβέβαιης συνάρτησης μεταφοράς G 

G3 = tf([a03], [b03 1 0 0]) 
% ελεγκτής 

C = tf([sqrt(2) 1], [0.1 1]) 
% σύνδεση εν σειρά ελεγκτή-εγκατάστασης 

GC3 = series(C, G3)  
GCF3 = feedback(GC3, 1) 
plot(usample(GCF3, 5))     
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 Σχήμα 5.24 Αποκρίσεις του συστήματος του Σχ. 5.22 για διάφορα αi, βi 

5.2.2 Αδόμητη αβεβαιότητα 

Τα πρότυπα αδόμητης αβεβαιότητας θέτουν φράγματα στα μεγέθη των πιθανών αβε-
βαιοτήτων χωρίς όμως να εντοπίζονται σε συγκεκριμένα στοιχεία του συστήματος.  
Τα προκύπτοντα πρότυπα είναι σχετικά απλά και καταλήγουν σ’ έναν πλήρη μιγαδι-
κό πίνακα αβεβαιότητας Δ, όπου σε κάθε συχνότητα επιτρέπεται οποιοδήποτε Δ(jω) 
που ικανοποιεί την  (Δ(jω))≤1. 

Υπάρχουν δύο βασικά πρότυπα της ομάδας αυτής: προσθετικά και πολλαπλασιαστι-
κά. 

Το προσθετικό πρότυπο δίνεται από τον τύπο: 

 G(s)=G0(s)+Δa(s) (5.21)

όπου G(s) είναι η πραγματική συνάρτηση μεταφοράς της εγκατάστασης, G0(s) η ο-
νομαστική συνάρτηση μεταφοράς και Δa(s) η προσθετική αβεβαιότητα.  Ο μόνος πε-



© Α. Πουλιέζος© Α. Πουλιέζος

Α. Πουλιέζος Έλεγχος ελάχιστης νόρμας

 

111 

ριορισμός στην Δa(s) είναι στο μέγεθος της, μέσω π.χ. 

║Δa(s)║∞<k 

ή, 

║W1(s)Δa(s)W2(s)║∞<1 

όπου οι Wi(s) είναι κατάλληλες συναρτήσεις μεταφοράς βαρών (ελάχιστης φάσης: 
χωρίς πόλους ή μηδενικά στο δεξιό ημιεπίπεδο).  Η  χρήση δύο βαρών εξασφαλίζει 
ότι το φράγμα της ανισότητας θα είναι πάντα κανονικοποιημένο στη μονάδα. 

Η προσθετική αβεβαιότητα αναπαρίσταται στο κλασσικό δομικό διάγραμμα ως (Σχ. 
5.25), 

G0(s)C(s)

 r 

- 

y 

W1(s) W2(s) 

Δa(s)

 

Σχήμα 5.25  (Κλασσικό) δομικό διάγραμμα προσθετικής αβεβαιότητας 

Για να αναπαραστήσουμε την αβεβαιότητα αυτή στο διάγραμμα του Σχ. 5.17, εργα-
ζόμαστε όπως και στην περίπτωση της δομημένης αβεβαιότητας.  Απομονώνοντας 
λοιπόν το κομμάτι της αβεβαιότητας παίρνουμε το Σχ. 5.26. 

G(s)C(s)

 r 

- 

y 

W1(s) W2(s) 

q 

p
Δa(s)

u 

yc 

 

Σχήμα 5.26  (Κλασσικό) δομικό διάγραμμα προσθετικής αβεβαιότητας 

Οι εξισώσεις εισόδων-εξόδων που διέπουν το διάγραμμα αυτό είναι: 
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y=W2q+Gu=W2q+Gu=W2q+G[C(r−y)] 

y=(I+GC)−1W2q+(I+GC)−1GCr 

p=W1u=W1[C(r−y)]= W1Cr−W1C[(I+GC)−1W2q+(I+GC)−1GCr] 

p=−W1C(I+GC)−1W2q+W1C[I−(I+GC)−1GC]r 

και σε μορφή πίνακα, 
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Τέλος το Σχ. 5.26 μετατρέπεται στο ισοδύναμο του 5.27. 

 

Μ 
y r 

Δa 

q 

p 

 

Σχήμα 5.27  Δομικό διάγραμμα δύο θυρών για σύστημα με προσθετική αβεβαιότητα 

Το πολλαπλασιαστικό πρότυπο δίνεται από τον τύπο: 

 G(s)=[Ι+Δο(s)]G0(s) (5.22)

ή 

 G(s)= G0(s)[Ι+Δ i(s)] (5.23)

όπου G(s) είναι η πραγματική συνάρτηση μεταφοράς της εγκατάστασης, G0(s) η ο-
νομαστική συνάρτηση μεταφοράς και Δi(s),  Δo(s) η πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα 
εισόδου/εξόδου αντίστοιχα. 

Τα αντίστοιχα διαγράμματα είναι τα ακόλουθα: 
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C(s) 

 r 

- 

y

W 1(s) W2(s)  

Δ i(s) 

G0(s)

 

C(s)

 r

-

y

W1(s)  W 2(s) 

Δο(s) 

G0(s

 
Σχήμα 5.28α  Πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εισό-

δου 
Σχήμα 5.28β  Πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εξό-

δου 

Η προσέγγιση αυτή είναι πολύ χρήσιμη στις περιπτώσεις όπου η αβεβαιότητα είναι 
συνάρτηση της συχνότητας (δυναμική αβεβαιότητα) καθώς τα εμπλεκόμενα όρια 
μεταβάλλονται με την συχνότητα.   

Σε γενικές γραμμές τα πολλαπλασιαστικά πρότυπα είναι πιο ρεαλιστικά καθώς δη-
λώνουν σχετικές αποκλίσεις και όχι απόλυτες.  Για παράδειγμα ║Δi(s)║∞<0,1 υπονοεί 
ότι το μέγεθος της απόκλισης θα είναι το πολύ 10% του μεγέθους της G0, αφού, 

║G−G0║∞=║G0−Δ i║∞  ≤║G0║∞║Δ i║∞  ≤0,1║G0║∞ 

ενώ  ║Δa(s)║∞<0,1 υπονοεί 

║G−G0║∞=║Δα║∞≤0,1 

Ο πίνακας Δ μπορεί να είναι διαγώνιος όταν υπάρχει αβεβαιότητα σε καθέναν από 
τους διαύλους εισόδου ή εξόδου (να τονίσουμε ότι η αβεβαιότητα αυτή είναι πάντα 
υπαρκτή).  Στη περίπτωση αυτή, 

Δ(s)=διαγ{δ i(s)} με |δ i(jω)|≤1 για κάθε ω, i 

5.3 Ανάλυση 

5.3.1 Βασικά θεωρήματα 

Έχοντας συγκεκριμενοποιήσει τα μαθηματικά υποδείγματα που θα χρησιμοποιηθούν 
για την ανάλυση της συμπεριφοράς των αβέβαιων συστημάτων, ας δούμε πόσο μα-
κριά μπορούμε να πάμε. 

Για την συνέχεια θα αναφερθούμε στα συστήματα που απεικονίζονται στα Σχ. 5.16 
και 5.17  και ξαναπαραθέτουμε εδώ: 
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Σχήμα 5.16   Σχήμα 5.17 

Υποθέτουμε ότι, 

1. Ο ελεγκτής Κ είναι ονομαστικά σταθεροποιητικός, δηλαδή σταθεροποιεί 
την εγκατάσταση P με την ονομαστική της δομή. 

2. Το σύνολο αβεβαιότητας ΔΒΔ απαρτίζεται από ευσταθείς πίνακες και ο-
ρίζεται ως, 

ΒΔ={ΔD: ║Δ║∞≤1} (5.24)

(είναι δηλαδή η κλειστή μοναδιαία μπάλλα), ενώ η δομή είναι της μορφής, 

  ll

cScrSr

mm
ljiFrSrkSk IIIIdiag   Δ,,:Δ,...,Δ,,...,,,...,D 111 11

  (5.25)

Στη μορφή αυτή η αβεβαιότητα απαρτίζεται από τρία διακριτά τμήματα, 

1. Sr επαναλαμβανόμενα πραγματικά βαθμωτά τμήματα (που αντιστοιχούν σε 
αβεβαιότητα σε πραγματικές παραμέτρους της εγκατάστασης)  

2. Sc επαναλαμβανόμενα μιγαδικά βαθμωτά τμήματα (που αντιστοιχούν σε 
δυναμικές αβεβαιότητες) και, 

3. F πλήρη τμήματα (που αντιστοιχούν επίσης σε δυναμικές αβεβαιότητες) 

που ικανοποιούν την σχέση, 

nmrk
F

l
l

S

j
j

S

i
i

cr
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(δηλαδή το i-στό επαναλαμβανόμενο πραγματικό τμήμα είναι kiki, το j-στό 
επαναλαμβανόμενο μιγαδικό τμήμα είναι rjrj  και το  l-στό πλήρες τμήμα είναι 
mlml). 

 

Το πρόβλημα της ανάλυσης ορίζεται ως: 

Δοθέντος του Κ, να απαντηθεί αν το σύστημα κλειστού βρόχου είναι εσωτε-
ρικά ευσταθές για όλες τις αποδεκτές Δ και ║Tzw║∞≤γ  για κάποιο προδιαγε-
γραμμένο γ . 

 

Ορισμός 5.3  Το αβέβαιο σύστημα (Μ11, Δ) είναι στιβαρά ευσταθές αν ο (Ι−Μ11Δ)−1 
υπάρχει στο (L2) και είναι αιτιακός, για κάθε ΔD. 

Ορισμός 5.4  Το αβέβαιο σύστημα (Μ, Δ) επιδεικνύει στιβαρή απόδοση αν το (Μ11, 
Δ) είναι στιβαρά ευσταθές και ║Fu(Μ, Δ)║<1 για κάθε ΔD. 

Αν και οι δύο αυτοί ορισμοί φαίνονται ξεχωριστοί, μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι το πρό-
βλημα της στιβαρούς απόδοσης μπορεί να τεθεί σαν ένα πρόβλημα στιβαρούς ευστά-
θειας.  Το επόμενο θεώρημα μας λέει πώς: 

Θεώρημα 5.1  (Θεώρημα στιβαρούς απόδοσης - Doyle et al., 1982):  Το σύστημα 
του Σχ. 5.17 επιδεικνύει στιβαρή απόδοση αν και μόνον αν είναι στιβαρά ευσταθές 
ως προς την επαυξημένη (δομημένη πλέον) δομή αβεβαιότητας, 











M
a Δ0

0Δ
Δ  

όπου η ΔM έχει την ίδια δομή με την Δ αλλά διάσταση ανάλογη των (w, z).   

Αυτό σημαίνει ότι αν ξέρουμε την συνθήκη στιβαρούς ευστάθειας για το σύστημα 
του Σχ. 5.17, μπορούμε αυτόματα να βρούμε την συνθήκη στιβαρούς απόδοσης ε-
φαρμόζοντας την συνθήκη στιβαρούς ευστάθειας στο σύστημα του Σχ. 5.29. 



© Α. Πουλιέζος© Α. Πουλιέζος

Α. Πουλιέζος Έλεγχος ελάχιστης νόρμας

 

116 

 

Μ 

z 

Δ 

ΔM 

w 

p q 

 

Σχήμα 5.29 Δομή στιβαρούς απόδοσης 

Στην συνέχεια λοιπόν θα μελετήσουμε το θέμα της στιβαρούς ευστάθειας.  Οι συν-
θήκες στιβαρούς απόδοσης προκύπτουν αυτόματα με την χρήση του Θεωρήματος 
5.1. 

Κεντρικό εργαλείο για την εύρεση της λύσης στο πρόβλημα της στιβαρούς απόδο-
σης είναι το, 

Θεώρημα 5.2: Θεώρημα της μικρής απολαβής (small gain theorem).  Ποιοτική 
διατύπωση: ικανή συνθήκη για να παραμείνει ευσταθής ένας βρόχος ανάδρασης που 
συναποτελείται από ευσταθείς τελεστές είναι το γινόμενο όλων των απολαβών των 
τελεστών να είναι μικρότερο από την μονάδα.  Αυτό ισχύει για γραμμικούς και μη 
γραμμικούς τελεστές. 

Στη συνέχεια θα παραθέσουμε τις συνθήκες στιβαρούς ευστάθειας για διάφορες δο-
μές αβεβαιότητας. 

5.3.2 Αδόμητη αβεβαιότητα (νορμικά φραγμένη)  

Στην περίπτωση αυτή η αβεβαιότητα δίνεται από το σύνολο, 

ΒΔ={Δm×n: ║Δ║∞≤1} (5.26)

Εξειδικεύοντας το θεώρημα της μικρής απολαβής στο σύστημα του Σχ. 5.17, προκύ-
πτει ότι, 

Θεώρημα 5.3  Το σύστημα (Μ, Δ) είναι στιβαρά ευσταθές αν και μόνον αν, 

       1)j(Δ)j(11  (5.27)

Η συνθήκη αυτή είναι εκφρασμένη σε μία από διάφορες ισοδύναμες μορφές, π.χ. 
║Δ║∞║Μ11║∞<1.  Εναλλακτικά λοιπόν αφού ║Δ║∞≤1, η (5.27) μετατρέπεται στην 
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απλούστερη της, 

     1)j(11  (5.28)

Να σημειώσουμε ότι η επιλογή της νόρμας ∞ επιτρέπει την χρήση του θεωρήματος 

μικρής απολαβής λόγω της υποποπολλαπλασιαστικής της ιδιότητας (ως επαγόμενη 
νόρμα, ║ΑΒ║≤║Α║║Β║).  Η ιδιότητα αυτή δεν ισχύει για την νόρμα 2, και ως εκ 

τούτου καθιστά την νόρμα αυτή ακατάλληλη στην μελέτη στιβαρούς ευστάθειας. 

Το πρόβλημα με το θεώρημα αυτό έγκειται στο ότι οδηγεί σε συντηρητικές εκτιμή-
σεις όταν η αβεβαιότητα δεν είναι της ακριβούς μορφής που έχει υποτεθεί.  Τα ακό-
λουθο παραδείγματα καταδεικνύουν το γεγονός αυτό. 

Παράδειγμα 5.2  Έστω το σύστημα ανάδρασης, 

y  r 

- 

k

1+sθ

 

Σχήμα 5.30  

Εφαρμογή του θεωρήματος μικρής τιμής απαιτεί η συνάρτηση μεταφοράς να είναι 
ευσταθής, άρα θ>0.  Ταυτίζοντας την απολαβή με την νόρμα και θεωρώντας σήματα 
πεπερασμένης ενέργειας (2) οδηγούμαστε στις σχέσεις, 

1111
j1

sup1
1





 

kk
k

s

k

  
 

Η σχέση αυτή υποδηλώνει ότι το σύστημα είναι σίγουρα ευσταθές αν −1<k<1 αλλά 
μπορεί να είναι ευσταθές και για άλλες τιμές του k (όπως εξάλλου θα δούμε αμέσως). 

Ας εφαρμόσουμε τώρα την γνωστή, από την κλασσική θεωρία, προϋπόθεση στο 
κλειστό σύστημα (δηλ. όλοι οι πόλοι του χαρακτηριστικού πολυώνυμου στο αριστε-
ρό ημιεπίπεδο): 

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι α(s)=sθ+k+1 με πόλο στο –(1+k)/θ.  Άρα το 
σύστημα είναι ευσταθές αν και μόνον αν −1<k.   Προφανώς η περιοχή αυτή είναι 
πολύ μεγαλύτερη από την προηγούμενη. 

Παράδειγμα 5.3  Έστω το σύστημα του Παρ. 5.1, όπου ο πίνακας M βρέθηκε ως, 
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με χ(s)= 020 )(
1

1  sC
s

s  .  Πριν προχωρήσουμε ας εισάγουμε δεξιά και αριστερά 

βάρη α1, α2, β1, β2 στις αβεβαιότητες, έτσι ώστε, 

α=α0+α1  Δα α2, β=β0+β1  Δβ β2  

(ο λόγος για την μετατροπή αυτή είναι επειδή πρέπει ║Δ║∞≤1). 

Μπορεί να βρεθεί ότι, 
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με λ(s)=β0Τ0s4+(β0+Τ0)s3+s2+α0Tds+α0k (χαρακτηριστικό πολυώνυμο κλειστού 
βρόχου). 

Ας βάλουμε τιμές: 

  0≤β≤0,2 δηλαδή β0=0,1, β1β2=0,1. 

(a) 0,5≤α≤5, δηλαδή α0=2,75, α1α2=2,25. 

(b) 0,5≤α≤2, δηλαδή α0=1,25, α1α2=0,75 

και ας είναι α1=α2, β1=β2. 

Στο Σχ. 5.31 φαίνονται τα γραφήματα της )( για τις περιπτώσεις (a), (b). 

 

Σχήμα 5.31  
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Προφανώς και στις δύο περιπτώσεις η συνθήκη 5.28 παραβιάζεται κατά πολύ παρ’ 
όλο που το σύστημα είναι ευσταθές για τις τιμές αυτές.  Επειδή αυτό (η ευστάθεια) 
δεν είναι προφανές, ας το δούμε λίγο σε λεπτομέρεια. 

Κατ’ αρχήν να υπενθυμίσουμε ότι, k=1, Td= 2 , T0=0,1.  Με τις τιμές αυτές το χαρα-
κτηριστικό πολυώνυμο λ(s) γίνεται, 

λ(s)=0,1βs4+(β+0,1)s3+s2+ 2 αs+α 

και ο αντίστοιχος πίνακας Routh-Hurwitz, 

0,1β 1 a 

0,1+β 2 α  

1,0

21,01,0







 
α  

   





21,01,0

1,0221,01,0 2




 
  

α   

Μια ματιά στους συντελεστές του χαρακτηριστικού πολυώνυμου δείχνει ότι για ευ-
στάθεια απαιτείται α, β>0.  Επομένως το πρώτο, δεύτερο και πέμπτο στοιχείο της 
πρώτης στήλης του πίνακα είναι θετικά.  Το τρίτο στοιχείο είναι θετικό αν, 

)(
)1,0(25

1 

 f


  

ενώ το τέταρτο αν, 

   
)(

1,021,05
2 


 f


  

Οι γραφικές παραστάσεις των δύο αυτών συναρτήσεων φαίνονται στο Σχ. 5.34. 
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Σχήμα 5.32  

Το σχήμα αυτό δείχνει καθαρά ότι το σύστημα είναι ευσταθές για τα εύρη των τιμών 
των παραμέτρων α, β που εξετάζονται. 

Ο αναγνώστης δεν πρέπει να παρασυρθεί από την δυνατότητα αναλυτικής εύρεσης των 
ορίων ευστάθειας για το προηγούμενο παράδειγμα, γεγονός που θα καθιστούσε όλη 
την θεωρία στιβαρούς ευστάθειας άχρηστη: η διαδικασία αυτή είναι σχεδον αδύνατη 
για πάνω από δύο παραμέτρους. 

Ο λόγος για τον οποίο η συνθήκη αυτή δεν δίνει καλά αποτελέσματα (είναι συντηρη-
τική) είναι ότι δεν επιβάλλει καμμία ειδική δομή στην αβεβαιότητα Δ πέραν του 
φράγματος στη νόρμα.  Μπορεί δηλαδή να περιέχει μεταξύ άλλων και δυναμικά 
στοιχεία (όπως π.χ. συναρτήσεις μεταφοράς).  Θα δείξουμε στη συνέχεια πως το κρι-
τήριο αυτό μπορεί να δώσει καλύτερα αποτελέσματα εξειδικεύοντας σε συγκεκριμέ-
νες μορφές αβεβαιότητας. 

5.3.3 Δομημένη αβεβαιότητα 

Στην μορφή αυτή η αβεβαιότητα δίνεται από το σύνολο, 

ΒΔ={Δm×n: ║Δ║∞≤1} (5.29)

με δομή που ορίζεται από την (5.25), 

  ll

cScrSr

mm
ljiFrSrkSk IIIIdiag   Δ,,:Δ,...,Δ,,...,,,...,D 111 11

  (5.25)

όπου κάποια μπλοκ μπορεί να λείπουν.  Η δομή αυτή μπορεί να παρουσιασθεί σε 
προβλήματα στιβαρούς ευστάθειας λόγω των συγκεκριμένων αβεβαιοτήτων, αλλά 
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είναι πάντα παρούσα στην ανάλυση στιβαρούς απόδοσης λόγω του Θεωρήματος 5.1.  

Για τη δομή αυτή η (5.28) ισχύει ως ικανή συνθήκη μόνον (όπως είδαμε και από τα 
παραδείγματα).  Μπορούμε όμως και στην περίπτωση της δομημένης αβεβαιότητας 
να βρούμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες για στιβαρή ευστάθεια.  Ο επόμενος ορι-
σμός είναι το βασικό εργαλείο για την εύρεση τους. 

Ορισμός 5.5  Έστω Μ ένας nm μιγαδικός πίνακας και ΒΔ ένα σύνολο nm δομημέ-
νων πινάκων αβεβαιότητας.  Η δομημένη ιδιόμορφη τιμή του πίνακα Μ δοθέντος 
του ΒΔ, συμβολίζεται με μΒ(Μ) και ορίζεται ως, 









)(

1

M

)Δ(inf
0)Δ,det(ΒΔ Δ


 MI

 

0 αν δεν υπάρχει Δ τέτοιο ώστε det(I−MΔ)=0 

όπου έχει τονισθεί η εξάρτηση του μ τόσο από τον Μ όσο και από το Δ. 

Οπλισμένοι με τον ορισμό αυτό μπορούμε τώρα να διατυπώσουμε τις προϋποθέσεις 
στιβαρούς ευστάθειας (και στιβαρούς απόδοσης) για το σύστημα του Σχ. 5.16. 

Θεώρημα 5.4  Το σύστημα του Σχ. 5.16 είναι στιβαρά ευσταθές για το σύνολο αβε-
βαιότητας ΒΔ, αν και μόνον αν, 

   1)j(sup 11Δ 



 

 (5.30)

και επιδεικνύει στιβαρή απόδοση αν και μόνον αν, 

  1)j(sup Δ 





a
 

Η συνθήκη (5.30) μπορεί να θεωρηθεί σαν το γενικευμένο θεώρημα της μικρής α-
πολαβής. 

Ο ορισμός αυτός υπονοεί ότι η μ(Μ) είναι ένα μέτρο (αντίστροφο) της επιτρεπόμενης 
αβεβαιότητας του συστήματος: όσο μεγαλύτερη είναι, τόσο μικρότερη είναι η αβε-
βαιότητα που θα αποσταθεροποιήσει το σύστημα. 

Αρκετοί συγγραφείς ισοδυναμούν την μ(Μ) σαν την μ-νόρμα του Μ, 

║Μ║μ=μ(Μ) 

Αυτό όμως δεν είναι σωστό, αφού η μ(Μ) δεν ικανοποιεί τα κριτήρια μιας νόρμας, 
απλά χρησιμοποιείται συνειδητά αυθαίρετα, επειδή λειτουργεί στο πλαίσιο του ελέγ-
χου βέλτιστης νόρμας. 

Μπορεί επίσης να δειχθεί ότι, 
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 )Δ(max)(
ΒDΔ

M


  (5.31)

όπου ρ(M) η πραγματική φασματική ακτίνα του πίνακα Μ (δηλαδή το μεγαλύτερο 

μέτρο ανάμεσα στις πραγματικές ιδιοτιμές του Μ). 

Παράδειγμα 5.4  Έστω ο μιγαδικός πίνακας, 
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και η πραγματική δομή αβεβαιότητας, 














2

1  

με Δ1, Δ2.  Ισχύει, 

 (Δ)=max(|Δ1|, |Δ2|), det(I+MΔ)=1+m11Δ1+ m22Δ2+ mΔ1Δ2 

με m=det(M)=m11m22−m12m21.  Επομένως, η δομημένη ιδιόμορφη τιμή του Μ δί-
νεται από την, 

 21
0):det(,

,maxinf
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Απαλείφοντας (λόγω του περιορισμού), έστω το Δ2, δίνει την ισοδύναμη έκφραση, 
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Αν, 
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21
M , εφαρμογή των παραπάνω δίνει μ(Μ)=5,3723. 

5.3.4 Υπολογισμός του μ  

Η μεγιστοποίηση που υπονοείται στην (5.30) είναι ένα πρόβλημα δυσκολίας ΝP, δη-
λαδή είναι πιθανόν να μην λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο.  Αυτό δεν σημαίνει ότι 
κάθε τέτοιο πρόβλημα δεν μπορεί να λυθεί, απλά μερικά ίσως δεν λύνονται.  Αυτό 
που συμβαίνει στη πράξη είναι η εύρεση άνω και κάτω φραγμάτων μέσω κατάλλη-
λων επαναληπτικών αλγόριθμων (Young et al., 1992). 
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Στη περίπτωση που ο πίνακας αβεβαιότητας δεν περιέχει πραγματικά στοιχεία, δηλα-
δή, 

  ll

cSc

mm
ljFrSr IIdiag   Δ,:Δ,...,Δ,,...,D 11 1

  (5.25)

μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι, 

 1
Δ min)()(max 


 DDUM

DU



 (5.32)

όπου, 
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Αν ο πίνακας αβεβαιότητας περιέχει και πραγματικά στοιχεία, δηλαδή, 

  ll

cScrSr

mm
ljiFrSrkSk IIIIdiag   Δ,,:Δ,...,Δ,,...,,,...,D 111 11

  (5.25)

υπάρχουν δύο προσεγγίσεις.  Η μία είναι να αναπαραστήσουμε τα διαστήματα των 
πραγματικών στοιχείων με μιγαδικούς δίσκους και να χρησιμοποιήσουμε την 5.32.  
Μία καλύτερη προσέγγιση είναι να εκμεταλλευτούμε την φάση των πραγματικών 
παραμέτρων.  Για να το κάνουμε αυτό χρειαζόμαστε το σύνολο , 

={ΔD: φ i[−1, 1], |δ i |=1, 
imii I*ΔΔ } 

το σύνολο , 
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και το επαυξημένο σύνολο , 
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Τότε μπορεί να δειχθεί ότι, 
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  0)(:mininf)( 2**

,



DGMGMjDM

GD



 (5.33)

Εναλλακτικά η (5.33) μπορεί να διατυπωθεί σε μία πιο χρήσιμη μορφή μέσω του α-
κόλουθου θεωρήματος. 

Θεώρημα 5.5  Δοθέντος β>0, υπάρχουν D και G τέτοιοι που, 

M*DM+j(GM−M*G)−β2D≤0 

αν και μόνον αν υπάρχουν D1 και G1 τέτοιοι ώστε, 

  12
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2
11

1
11 
























GIjG
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 . 

5.3.5 Ανακεφαλαίωση συνθηκών 

Για ευκολία χρήσης των προηγούμενων αποτελεσμάτων, ας εκθέσουμε συνοπτικά τις 
ευρεθείσες συνθήκες.  Έστω λοιπόν το αβέβαιο σύστημα του Σχ. 5.17, 

 

M 
z w 

Δ p 
q 

 

Σχήμα 5.33  Απλουστευμένο διάγραμμα ελέγχου υπό αβεβαιότητα 

όπου 

 z=u(M, Δ)w=[M22+M21Δ(I−M11Δ)−1M12]w=Fw (5.18)

με ║Δ║∞≤1 και κριτήριο απόδοσης ║F║∞≤1.  Τότε ισχύουν τα ακόλουθα: 
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Ονομαστική ευστάθεια (ΟΕ)  M εσωτερικά ευσταθής 

Ονομαστική απόδοση (ΟΑ) 
pΔ22)(   <1,  ω και ΟΕ 

Στιβαρή ευστάθεια (ΣΕ)  μΔ(M11)<1, ω και ΟΕ 

Στιβαρή απόδοση (ΣΑ)  1)(Δ 


, ω και ΟΕ 

όπου, 











MΔ0

0Δ
Δ  

με Δ μπλοκ διαγώνιο πίνακα, και ΔM πλήρη μιγαδικό πίνακα. 

5.3.6 Παραδείγματα 

Παράδειγμα 5.5    Έστω για μια ακόμη φορά το σύστημα του Παρ. 5.1,    

y

G(s)C(s)

 r 
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με G(s)=
)1(2 ss 
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sT

sTk
sC d

01
)(




 .  Οι παράμετροι α, β είναι αβέβαιοι με ονο-

μαστικές τιμές α0, β0 αντίστοιχα, με υπόδειγμα, 

α=α0+α1Δαα2 

β=β0+β1Δββ2 

Οι τιμές είναι: 

  0≤β≤0,2 δηλαδή β0=0,1, β1β2=0,1. 

(1) 0,5≤α≤5, δηλαδή α0=2,75, α1α2=2,25. 

(2) 0,5≤α≤2, δηλαδή α0=1,25, α1α2=0,75 

και ας είναι α1=α2= 25,2  ή 75,0 , β1=β2= 1,0 . 

Στα Σχ. 5.34 φαίνονται οι μέγιστες δομημένες ιδιόμορφες τιμές για το παράδειγμα 
αυτό, υποθέτοντας μιγαδικές αβεβαιότητες στο Δ, δηλαδή, 

2,1,1,,
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ΔΔ
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με |δi|≤1
yxyx iiiii  j,122   (με βάση την δομή της (5.25)). 
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Σχήμα 5.34  

 (α)  μΔ(Μ11(jω)) για a0=2,75  (β)  μΔ(Μ11(jω)) για a0=1,25 

Όπως φαίνεται τα γραφήματα δείχνουν οριακή στιβαρή ευστάθεια παρόλο που το 
σύστημα επιδεικνύει αρκετή στιβαρότητα για τις τιμές αυτές, όπως δείχνει και το Σχ. 
5.34.  Αλλάζοντας την δομή της αβεβαιότητας σε διαγώνια πραγματική, δηλαδή, 
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με |δ i |≤1−1≤δ i≤1, δίνει τελικά τα σωστά αποτελέσματα όπως δείχνει και το Σχ. 
5.35. 
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Σχήμα 5.35  

(α)  μΔ(Μ11(jω)) για a0=2,75  (β)  μΔ(Μ11(jω)) για a0=1,25 
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5.4 Σύνθεση 
Ας θεωρήσουμε τα δύο ισοδύναμα συστήματα των Σχ. 5.16, 5.36. 
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Δ p q 
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u y 

 

Σχήμα 5.16  Σχήμα 5.36  

Στο Σχ. 5.36 έχει ενσωματωθεί η αβεβαιότητα Δ μέσω της σχέσης που διέπει μία  
ανωτέρα LFT,   

 z=u(P, Δ)w=[P22+P21Δ(I−P11Δ)−1P12]w=Sw (5.34)

Το πρόβλημα της σύνθεσης ορίζεται ως: 

Να ευρεθεί εσωτερικά σταθεροποιητικός ελεγκτής Κ  για όλες τις αποδεκτές 
Δ και ║Fzw║∞≤γ  για κάποιο προδιαγεγραμμένο γ . 

Όπως υπονοεί ο παραπάνω ορισμός σαν κριτήριο απόδοσης λαμβάνεται και δω η 
νόρμα της συνάρτησης μεταφοράς. 

H γενική μορφή της αβεβαιότητας Dn×n  δίνεται από την, 

  ll

cScrSr

mm
ljiFrSrkSk IIIIdiag   Δ,,:Δ,...,Δ,,...,,,...,D 111 11

  (5.25)

δηλαδή η δομή αβεβαιότητας που περιλαμβάνει πραγματικές αβεβαιότητες φi, (σε 
διαγώνιο μορφή), μιγαδικές αβεβαιότητες δj, (επίσης σε μπλοκ διαγώνια μορφή) και 
πλήρεις μιγαδικές αβεβαιότητες, Δ l. 

Η λύση στο πρόβλημα αυτό είναι προς το παρόν προσεγγιστική και βασίζεται στα 
άνω και κάτω φράγματα της δομημένης ιδιόμορφης τιμής.  Οι λεπτομέρειες είναι αρ-
κετά περίπλοκες και αναγκαστικά θα περιορισθούμε στα βασικά βήματα.  Για τους 
ενδιαφερόμενους υπάρχουν οι πρωτότυπες δημοσιεύσεις (Young, 1993).  
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Με βάση την (5.33) το  πρόβλημα της εύρεσης ενός μ-βέλτιστου ελεγκτή, δηλαδή 
ενός Κ τέτοιου που μ( l(S(jω), Κ(jω))≤β, ω, μετατρέπεται στην εύρεση πινά-

κων συναρτήσεων συχνότητας D(ω) και G(ω), τέτοιους ώστε, 
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Το πρόβλημα αυτό λύνεται μέσω της επαναληπτικής μεθόδου γνωστής ως D, G-K.   
Πρέπει όμως να τονισθεί ξανά ότι η μέθοδος αυτή δεν εγγυάται ούτε καν τοπικά ελά-
χιστα. 

Προς το παρόν το MATLAB υλοποιεί την μέθοδο D-K, μία μέθοδο παρόμοια με την 
προεκτεθείσα, αλλά για σύνολα αβεβαιότητας που δεν περιλαμβάνουν πραγματικές 
αβεβαιότητες (βλέπε  (5.32)).  Το πρόβλημα αυτό είναι κάπως ευκολότερο, αλλά ό-
μως και δω ισχύουν οι αδυναμίες που προαναφέρθηκαν.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 
 

Παραδείγματα εφαρμογών 

6.1 Σύστημα ενεργητικής ανάρτησης αυτοκινήτου (1/4) 
Το παράδειγμα αυτό παρουσιάζεται στο Matlab Robust Toolbox (v.3.0) και βασίζε-
ται στον Lin (1997).  Ο πλήρης κώδικας MATLAB για την εκτέλεση του παρατίθεται 
στο Παράρτημα. 

Το υπόδειγμα που θα χρησιμοποιηθεί για την μελέτη του συγκεκριμένου παραδείγ-
ματος φαίνεται στο Σχ. 6.1. 

 

r

mus

ms

ks fs 

bs 

kt 

xus

xs

 

Σχήμα 6.1  Eνεργητική ανάρτηση αυτοκινήτου 

Στο υπόδειγμα αυτό το ms παριστάνει την μάζα του ταλαντευόμενου μέρους του αυ-
τοκινήτου (σασί), mus την μάζα του σταθερού τμήματος (σύστημα τροχών), ks και bs 
περιγράφουν την σταθερά παθητικού ελατηρίου και αποσβεστήρα που είναι τοποθε-
τημένα μεταξύ του ταλαντευόμενου και σταθερού τμήματος του αυτοκινήτου και 
τέλος το kt  αναπαριστά την συμπιεστικότητα των ελαστικών.  Οι μεταβλητές xs, xus 
και r συμβολίζουν την (κάθετη) μετατόπιση του σώματος του αυτοκινήτου, την με-
τατόπιση των τροχών και την μορφή του οδοστρώματος (διαταραχή) αντίστοιχα.  Η 
δύναμη fs εφαρμόζεται μεταξύ του ταλαντευόμενου και σταθερού τμήματος και είναι 
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το ενεργητικό τμήμα του συστήματος ανάρτησης.  Η δύναμη αυτή υπολογίζεται από 
το σύστημα ελέγχου που εφαρμόζεται. 

Στόχος της σχεδίασης είναι η εύρεση ενός βέλτιστου, ως προς την άνεση των επιβαι-
νόντων, ελεγκτή, ιδιότητα που σχετίζεται με την κάθετη επιτάχυνση του οχήματος. 

Οι γραμμικοποιημένες διαφορικές που διέπουν το σύστημα, είναι, 
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Για την περιγραφή του συστήματος σε μορφή χώρου κατάστασης έστω, 





















































s

us

us

s

s

f

r
u

t

x
x

t

x
x

x

x

x

x

,

d

d

d

d

4

3

2

1

 

τότε, 

u

mm

k

m
x

m

b

m

kk

m

b

m

k

m

b

m

k

m

b

m

k

x

usus

t

s

us

s

us

ts

us

s

us

s

s

s

s

s

s

s

s

s

























































1
00

1
0

00

1000

0010

  

ενώ η μέτρηση είναι, 

umxm

b

m

k

m

b

m

k

y ss

s

s

s

s

s

s

s
















































10

00

1
0

00

0000

0101

0001

=

































2

31

24321

1

1

u

xx

u
m

x
m

b
x

m

k
x

m

b
x

m

k
x

ss

s

s

s

s

s

s

s
 

Όπως φαίνεται από την παραπάνω διατύπωση σαν μεταβλητές κατάστασης έχουν 
ορισθεί οι κάθετες μετατοπίσεις του σώματος του αυτοκινήτου και του συστήματος 
των τροχών και οι αντίστοιχες επιταχύνσεις, σαν μεταβλητές εισόδου η δύναμη της 
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ενεργητικής ανάρτησης και η διαταραχή λόγω του οδοστρώματος, ενώ σαν μέτρηση 
η επιτάχυνση του σώματος. 

Οι τιμές των μεταβλητών είναι οι ακόλουθες (Lin, 1997): 

ms: 290 kg 

mus: 59 kg 

bs: 1000 N/m/s 

ks: 16182 N/m 

kt: 190000 N/m 

6.1.1 Ονομαστική σχεδίαση 

Στόχοι ονομαστικής σχεδίασης:  Οι στόχοι της σχεδίασης σ’ ένα τέτοιο σύστημα είναι 
αφ’ ενός μεν η μεγιστοποίηση της άνεσης των επιβαινόντων (μέσω της ελαχιστοποί-
ησης της απόκλισης του σώματος του αυτοκινήτου, x1) και αφ’ ετέρου η ελαχιστο-
ποίηση της απόκλισης της ανάρτησης (x1−x3).  

Είναι γνωστό (Hedrick, 1990) ότι η συνάρτηση μεταφοράς της επιτάχυνσης περιέχει 
ένα αναλλοίωτο σημείο στη συχνότητα αναπήδησης ελαστικών (tyrehop), ω1=56,7 
rad/sec.  Παρόμοια, η συνάρτηση μεταφοράς απόκλισης ανάρτησης περιέχει ένα α-
ναλλοίωτο σημείο  στη συχνότητα τριξίματος (rattle space), ω2=23,3 rad/sec.  Η δυ-
σκολία στην σχεδίαση έγκειται στο γεγονός ότι δεν είναι δυνατόν να καταστήσουμε 
ταυτόχρονα και τις δύο αυτές συναρτήσεις μεταφοράς μικρές γύρω από αυτές τις συ-
χνότητες. 

Για την επίλυση του προβλήματος στα πλαίσια της θεωρίας ∞, ας θεωρήσουμε το 

σχετικό Σχ. 6.2. 

yn 

r 

w2 

f s 

z2 

Wx1

W n(s)

Wr e f

όχημα

W x1 -x 3

w1  

Wa ct 

z1  

x1  

x1-x3 z3 

 

Σχήμα 6.2  Δομικό διάγραμμα ελέγχου ανάρτησης 

Στο διάγραμμα αυτό η Wn(s) χρησιμεύει για τον χαρακτηρισμό του θορύβου της μέ-
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τρησης. Θέτουμε, 

Wn(s)=0,01 

(η μορφή αυτή δεν είναι πολύ ρεαλιστική, κανονικά θα έπρεπε να είναι συνάρτηση 
της συχνότητας). 

Η  Wref (s) σταθμίζει το μέγεθος των ανωμαλιών του δρόμου.  Θεωρώντας μέγιστο 
μέγεθος τα 7cm., θέτουμε, 

Wref(s)=0,07 

Το μέγεθος και το φάσμα συχνοτήτων της δύναμης ελέγχου fs, περιορίζεται από την 
συνάρτηση Wact (s).  Θέτοντας, 

50013

50100
)(





s

s
sWact   

θεωρούμε ότι η fs θα έχει την μορφή του αντίστροφου βάρους )(1 sWact
  που φαίνεται 

στο Σχ. 6.3.  Το βασικό χαρακτηριστικό είναι η εξασθένηση (roll-off) για συχνότητες 
>50 rad/sec. 
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Σχήμα 6.3  Αντίστροφη συνάρτηση βάρους ελέγχου 

Τα βάρη )(),(
311

sWsW xxx   χρησιμοποιούνται για να υποχρεώσουν τον ελεγκτή να 

κρατήσουν την απόκλιση του σώματος (x1) και την απόκλιση της ανάρτησης (x1−x3) 
σε χαμηλά επίπεδα στις συχνότητες που ενδιαφέρουν. 

Στη συνέχεια θα σχεδιάσουμε δύο διαφορετικούς ελεγκτές: 

(1) βέλτιστο ως προς την απόκλιση του σώματος 

(2) βέλτιστο ως προς την απόκλιση της ανάρτησης 
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Στόχος 1:  Ας θέσουμε, 
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sW xx  : δεν λαμβάνεται υπ’ όψη 
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Σχήμα 6.4  Αντίστροφη συνάρτηση βάρους απόκλισης σώματος 

Η συνάρτηση αυτή εξασθενεί σε συχνότητες >5×2π rad/sec (32), ακολουθώντας έναν 
προσεγγιστικό κανόνα που υποδεικνύει ότι τα βάρη απόδοσης πρέπει να εξασθενούν 
πριν από ένα μηδενικό ανοικτού βρόχου (56,7 rad/sec). 

Μέσω της εντολής hinfsyn συνθέτουμε έναν ελεγκτή ∞ που δίνει 

γ=║Tzw║∞=0,56698. 

Στόχος 2:  Ας θέσουμε,  

)(
1

sWx : δεν λαμβάνεται υπ’ όψη 

11,0

1
25)(

31 
 s

sW xx  
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Σχήμα 6.5  Αντίστροφη συνάρτηση βάρους απόκλισης ανάρτησης 

Η συνάρτηση αυτή εξασθενεί σε συχνότητες >10 rad/sec (10), δηλαδή πριν από το 
μηδενικό ανοικτού βρόχου στα  23,3 rad/sec. 

Μέσω της εντολής hinfsyn συνθέτουμε έναν ελεγκτή ∞ που δίνει 

γ=║Tzw║∞=0,89949. 

Η απόδοση των δύο αυτών ελεγκτών αποτυπώνεται στα επόμενα διαγράμματα. 

Στα Σχ. 6.6, 6.7 φαίνεται η απόδοση των ελεγκτών στο πεδίο της συχνότητας μέσω 
των διαγραμμάτων Bode μέτρου των δύο ελεγχόμενων (ενεργητικών) συστημάτων 
και του συστήματος με παθητική ανάρτηση.  Τα σημεία ενδιαφέροντος είναι οι συ-
χνότητες ω1=56,7 και ω2=23,3.  Μέσω του πρώτου στόχου επιτυγχάνεται εξασθένη-
ση γύρω από την συχνότητα τριξίματος, ενώ το δεύτερο σύστημα βελτιώνει την από-
δοση και στις δύο συχνότητες. 
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Σχήμα 6.6  Διάγραμμα Bode μέτρου απόκλισης ανάρτησης   
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Σχήμα 6.7  Διάγραμμα Bode μέτρου επιτάχυνσης σώματος 

Στο Σχ. 6.8 φαίνεται η απόδοση των ελεγκτών στο πεδίο του χρόνου μέσω των χρο-
νικών αποκρίσεων σε είσοδο διαταραχής, 

r(t)= 0,025(1−συν8πt), t<0,25sec 

= 0, t≥0,25sec 

που αντιστοιχεί σ’ ένα «σαμαράκι» μέγιστου ύψους 5cm.   
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Όπως φαίνεται ο πρώτος ελεγκτής έχει καλή απόδοση στην επιτάχυνση του σώματος, 
ενώ υστερεί στην απόκλιση ανάρτησης, ενώ ο δεύτερος ελεγκτής έχει αντίστροφη 
συμπεριφορά.  Αυτό εξηγείται από τον τρόπο με τον οποίο ο κάθε ελεγκτής «τιμω-
ρεί» τις συγκεκριμένες αποκρίσεις. 
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Σχήμα 6.8  Χρονικές αποκρίσεις ονομαστικού συστήματος 
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6.1.2 Στιβαρή σχεδίαση 

Στη συνέχεια θα συμπεριλάβουμε στο υπόδειγμα της ανάρτησης και την δυναμική 
του επενεργητή.  Η δυναμική αυτή θα προσεγγισθεί με μία διαδικασία πρώτης τάξης, 
η οποία θα επαυξηθεί με ένα υπόδειγμα αβεβαιότητας.  Συγκεκριμένα ας θεωρήσου-
με το τροποποιημένο διάγραμμα του Σχ. 6.9. 
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Σχήμα 6.9  Αβέβαιο δομικό διάγραμμα ανάρτησης 

Οι εμπλεκόμενες συναρτήσεις μεταφοράς είναι: 

1
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s

s
sWunc  

και ║Δunc║∞≤1, Δunc.  Προφανώς, actmod=act(1+Wunc×Δunc). 

Η συνάρτηση μεταφοράς βάρους της αβεβαιότητας φαίνεται στο Σχ. 6.9.  Η μορφή 
της υποδηλώνει ότι σε συχνότητες κάτω των 4 rad/sec η ονομαστική συνάρτηση με-
ταφοράς (act) μπορεί να είναι λάθος έως και 10%.  Το λάθος αυτό αυξάνει από την 
συχνότητα αυτή και μετά φτάνοντας το 400% στα 800 rad/sec. 
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Σχήμα 6.10  Βάρος αβεβαιότητας 

Η εντολή dksyn του Robust Control Toolbox (v3.0), υπολογίζει έναν υποβέλτιστο 
ελεγκτή μ, μέσω της επαναληπτικής διαδικασίας D-K, για αβέβαια συστήματα με 
μιγαδικές αβεβαιότητες.  Για το συγκεκριμένο παράδειγμα η διαδικασία βρίσκει έναν 
τέτοιο ελεγκτή με νόρμα 0,5829. 

Στο Σχ. 6.11 φαίνεται ότι ο ελεγκτής μ αποδίδει καλύτερα γύρω από την ω2=23,3, 
όμως είναι χειρότερος σε συχνότητες κάτω των 3 rad/sec.  Τέλος στο Σχ. 6.12 φαίνο-
νται οι χρονικές αποκρίσεις ενός τυχαίου δείγματος 40 συστημάτων εντός των ορίων 
της αβεβαιότητας, στην είσοδο r(t).  Όπως φαίνεται ο ελεγκτής μ, επιδεικνύει καλύ-
τερη συμπεριφορά (μικρότερη υπερύψωση και χρόνο αποκατάτασης) από τον  ∞ 

του στόχου 1. 
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Σχήμα 6.11  Διάγραμμα Bode μέτρου αβέβαιου συστήματος 
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Σχήμα 6.12  Χρονικές αποκρίσεις τυχαίου δείγματος  
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Επιμύθιο 

Στο σύγγραμμα αυτό παρουσίασα συνοπτικά την μεθοδολογία σχεδίασης συστημά-
των αυτομάτου ελέγχου, ∞.  Το βάρος στην παρουσίαση αυτή ήταν κυρίως στον 

τρόπο υλοποίησης της και λιγότερο στο μαθηματικό της υπόβαθρο.  Ο λόγος είναι 
ότι τα μαθηματικά που χρειάζονται είναι αρκετά προχωρημένα, και μία πλήρης ανά-
λυση πιθανόν να δυσκόλευε και τελικά να σκίαζε, στους μη έχοντες το απαραίτητο 
μαθηματικό υπόβαθρο, τα ουσιαστικά στοιχεία.  Εξ άλλου υπάρχει πλούσια ξενό-
γλωσση βιβλιογραφία για τα θέματα αυτά, από την οποία θα ξεχώριζα το βιβλίο των 
Dullerud και Paganini (2000).  Επίσης θέλοντας να κρατήσω το μέγεθος όσο πιο μι-
κρό γίνεται, έτσι ώστε η ύλη να είναι εύχρηστη, έχω παραλείψει κάποια θέματα που 
είναι αρκετά σημαντικά.  Δύο από αυτά είναι οι εγγενείς περιορισμοί που μπορεί να 
υπάρχουν στην σχεδίαση των συστημάτων (π.χ. μηδενικά στο δεξιό ημιεπίπεδο) και 
τρόποι μείωσης της τάξης των ελεγκτών (που όπως προκύπτουν από την αρχική σχε-
δίαση είναι αρκετά, ίσως δε απαγορευτικά, υψηλοί). 

Η σχεδιαστική μέθοδος που επέλεξα να παρουσιάσω δεν είναι φυσικά μοναδική.  
Απλά θεωρώ ότι μπορεί να δώσει ικανοποιητικές απαντήσεις σε όλες τις απαιτήσεις 
απόδοσης.  Είναι όμως απαραίτητο να καταλαβαίνουμε τις παραδοχές που γίνονται, 
και τους περιορισμούς που αυτές υπονοούν, έτσι ώστε να μπορούμε να εκτιμούμε και 
την ποιότητα των παραγομένων υλοποιήσεων.  Η συγκεκριμένη προσέγγιση λοιπόν, 
στηρίζεται σε δύο παραδοχές: 

 Σαν μαθηματικό υπόδειγμα για την αβεβαιότητα θεωρήθηκε η χωρικά δομημένη 
μοναδιαία μπάλλα.  Το υπόδειγμα αυτό είναι βέβαια αρκετά γενικό, και είδαμε 
πώς μέσω αυτού μπορέσαμε και χειριστήκαμε ένα μεγάλο φάσμα περιπτώσεων.  
Η αβεβαιότητα όμως μπορεί να εκφρασθεί και με πιο γενικές μορφές, όπως για 
παράδειγμα μέσω ολοκληρωματικών τετραγωνικών περιορισμών (IQC), 
Megretskii (1997). 

 Πιο σημαντική είναι η υιοθέτηση του κριτηρίου ∞ σαν κατάλληλου για την 

αναπαράσταση του στόχου σχεδίασης.  Το κριτήριο αυτό έχει σαν αποτέλεσμα 
έναν ελεγκτή «χειρότερης περίπτωσης» σε ότι αφορά στις διαταραχές και τον 
θόρυβο. 

Αυτό που σημαίνει η προηγούμενη παράγραφος είναι το εξής: η χειρότερη περίπτω-
ση σημάτων, με την έννοια της νόρμας ∞, είναι σήματα με ενέργεια συγκεντρωμένη 

γύρω από την συχνότητα του μέγιστου μέτρου της απόκρισης του συστήματος, με 
χειρότερο σήμα ένα ημίτονο σε αυτή τη συχνότητα.  Υιοθετώντας το κριτήριο ∞ 

αυτό που ουσιαστικά υποθέτουμε είναι ότι περιμένουμε τέτοια σήματα αλλά δεν ξέ-
ρουμε σε ποια συχνότητα.  Αυτό μπορεί να είναι αφύσικο για δύο λόγους: 

1. Αν πράγματι δεν ξέρουμε τίποτα για το φασματικό περιεχόμενο των σημάτων 
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διαταραχής ή θορύβου, τότε γιατί να υποθέσουμε ότι μπορεί να συμβεί το χειρό-
τερο και να μη σχεδιάσουμε ένα σύστημα που να ελαχιστοποιεί την επίδραση 
του μέσου όρου των σημάτων;  Μια τέτοια προσέγγιση οδηγεί στην υιοθέτηση 
του κριτηρίου 2. 

2. Αν ξέρουμε προσεγγιστικά το φασματικό περιεχόμενο των σημάτων, τότε μπο-
ρούμε, μέσω κατάλληλων βαρών, να ενσωματώσουμε την πληροφορία αυτή 
στην σχεδίαση.  Αυτό όμως επιτυγχάνεται πιο συστηματικά στο πλαίσιο του ε-
λέγχου 2 παρά του ∞. 

Για τους λόγους αυτούς η νόρμα 2 φαίνεται πιο φυσική, από την πλευρά του μηχα-

νικού, σε  πολλές περιπτώσεις.  Δυστυχώς όμως οι ιδιότητες της δεν την καθιστούν 
εφαρμόσιμη όταν εξετάζουμε την στιβαρότητα των συστημάτων ως προς την αβε-
βαιότητα.  Ο λόγος είναι, όπως αναφέρθηκε και σε άλλα σημεία, ότι η νόρμα ∞ εί-

ναι επαγόμενη, γεγονός που οδηγεί σε δομή άλγεβρας Banach, όπου ισχύει το θεώ-
ρημα της μικρής απολαβής.  Η νόρμα 2 δεν είναι όμως επαγόμενη. 

Θα μπορούσαμε λοιπόν να συνδυάσουμε τα προτερήματα των δύο προσεγγίσεων 
έτσι ώστε να καταλήξουμε σε μία πιο φυσική, εύρωστη σχεδίαση;  Η απάντηση είναι 
ναι, και υπάρχουν πράγματι μέθοδοι που συνδυάζουν την εύρωστη απόδοση με την 
νόρμα 2.  Τα αποτελέσματα είναι πάλι σε μορφή φραγμάτων με την διαφορά ότι 

δεν είναι τόσο σφικτά όσο στην περίπτωση της νόρμας ∞.  Ο ενδιαφερόμενος ανα-

γνώστης μπορεί να ανατρέξει στον Yang (1999). 

Εν κατακλείδει, μετά από είκοσι χρόνια έρευνας, έχουν αναπτυχθεί εργαλεία εύρω-
στου ελέγχου που να αντιμετωπίζουν το κλασσικό πρόβλημα της ευρωστίας του ε-
λέγχου LQG.  Το γεγονός ότι η εικόνα δεν είναι τελείως καθαρή, είναι ίσως αναπό-
φευκτο, δεδομένης της συνύπαρξης δύο φιλοσοφιών: της χειρότερης περίπτωσης και 
του μέσου όρου.    
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Ιστορικό εκδοχών 

1.3  

Ιστορικό εκδοχών. 

Διόρθωση προτύπου ενεργητικής ανάρτησης. 

 


