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1 Κάποια μαθηματικά 

1.1 Ορισμοί 

Είναι συνηθισμένο φαινόμενο, όταν ένας κλάδος των φυσικών επιστημών χρησιμο-
ποιεί μαθηματικές έννοιες, να αλλάζει την ορολογία έτσι ώστε αυτή να έχει φυσική 
σημασία.  Η θεωρία των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου δεν αποτελεί εξαίρεση, γι' 
αυτό θα παραθέσουμε εξ αρχής τις αντιστοιχίες. 

Ας δούμε για παράδειγμα, την μη ομογενή, γραμμική διαφορική εξίσωση δευτέρας 
τάξης με σταθερούς συντελεστές, 

)()()(2)( 2
0 tfttt  θωθσθ   

Η γενική λύση αυτής της εξίσωσης είναι το άθροισμα της λύσης της αντίστοιχης ο-
μογενούς και μίας συγκεκριμένης λύσης: 

θ(t)=θ1(t)+θ2(t) 

Όταν η εξίσωση αναπαριστά φυσικά συστήματα, η λύση θ1(t) της ομογενούς ονομά-
ζεται φυσική απόκριση ενώ η συγκεκριμένη λύση θ2(t) εξαναγκασμένη απόκριση.  
Στην θεωρία συστημάτων ελέγχου η συνάρτηση f(t) ονομάζεται συνάρτηση εισόδου, 
ενώ η θ(t) συνάρτηση εξόδου. 

1.2 Μιγαδικοί αριθμοί και συναρτήσεις τους 

Στην μελέτη των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου οι μιγαδικοί αριθμοί και οι συναρ-
τήσεις τους εμφανίζονται πολύ συχνά.  Για τον λόγο αυτό θα παραθέσουμε κάποιες 
βασικές έννοιες. 

Οι μιγαδικές μεταβλητές αναπαριστώνται σ’ ένα διάγραμμα ορθογωνίων συντεταγ-
μένων που ονομάζεται επίπεδο s.  Έτσι, μία μεταβλητή sσ+jω  αναπαρίσταται όπως 
δείχνει το Σχ. 1.1. 

Το τμήμα του επιπέδου με αρνητικά σ ονομάζεται αριστερό ημιεπίπεδο ενώ τα θετι-
κά σ ορίζουν το δεξιό ημιεπίπεδο.  Ο άξονας σ0 ονομάζεται φανταστικός άξονας. 

Οι συναρτήσεις μιγαδικών μεταβλητών αναπαρίστανται και αυτές από πραγματικά 
και φανταστικά μέρη.  Έτσι αν η G(s) είναι μιγαδική συνάρτηση, 

GjGsG ImRe)(   
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Σχήμα 1.1   Επίπεδο s 

όπου Re, Im δηλώνουν το πραγματικό και φανταστικό μέρος αντίστοιχα.  Είναι προ-
φανές ότι για την γραφική απεικόνιση μίας μιγαδικής συνάρτησης απαιτούνται 4 δι-
αστάσεις.  Έτσι, το καλύτερο που μπορεί να γίνει είναι μία απεικόνιση της μορφής 
του Σχ. 1.2. 

 

0 

Im(s) 

Re(s)

s1=σ1+ω1i 

0

Im(G) 

Re(G)

G (s1) 

 

Σχήμα 1.2  Μιγαδική συνάρτηση 

Υπενθυμίζουμε επίσης ότι ένας μιγαδικός αριθμός μπορεί να γραφεί σε εκθετική 
μορφή ως, 







 

σ

ω
sωσsesωjσs sj τοξεφ, , 22  

όπου s  είναι το μέτρο και s  η γωνία του μιγαδικού αριθμού. 

1.3 Μετασχηματισμός Laplace 

1.3.1 Εισαγωγή 

Ο μετασχηματισμός Laplace είναι μία μαθηματική διαδικασία με την οποία επετεύ-
χθη η επίλυση γραμμικών, μη ομογενών διαφορικών εξισώσεων με σταθερούς συ-
ντελεστές, με αυθαίρετες συναρτήσεις εισόδου (το μη ομογενές μέρος).  Ουσιαστικά, 
δηλαδή ο μετασχηματισμός Laplace, είναι η επίλυση του προβλήματος της αναπαρά-
στασης αυθαίρετων, μη περιοδικών συναρτήσεων στην μορφή Cest, όπου s μιγαδικός 
αριθμός.  Για να γίνει αυτό κατανοητό, ας θεωρήσουμε ξανά την διαφορική εξίσωση 
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δευτέρας τάξης, 

 )()()(2)( 2
0 tfttt  θωθσθ   

(1.1)

Ξέρουμε (;) από τη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων ότι η γενική λύση της (1.1) 
είναι το άθροισμα της λύσης της αντίστοιχης ομογενούς και μιας συγκεκριμένης λύ-
σης της (1.1).  Δηλαδή, 

θ(t)=θ1(t)+θ2(t) 

όπου, 

0)()(2)( 1
2
011  ttt θωθσθ   

Αν η f (t) είναι της μορφής Fest, όπου F σταθερά και s μιγαδικός αριθμός, μπορούμε 
να χρησιμοποιήσουμε την κλασσική προσέγγιση σύμφωνα με την οποία η λύση θ 2 (t) 
είναι και αυτή της ίδιας μορφής Θest, και αντικαθιστώντας βρίσκουμε, 

2
0

22

2
0

2
2
0

2

2
)(

2
2

ωσ
θ

ωσ
ΘΘωΘσΘ







ss
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Υπενθυμίζουμε ότι στην ορολογία των φυσικών δυναμικών συστημάτων η συγκε-
κριμένη λύση θ2(t) καλείται εξαναγκασμένη, ενώ η θ1(t) φυσική.  Κάποιοι τύποι συ-
ναρτήσεων που μπορούν να αναπαρασταθούν με τη μορφή est φαίνονται στο Σχ.  
1.3. 
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Σχήμα 1.3  Συναρτήσεις της μορφής e
st

  

Τώρα εάν η f(t) δεν είναι της μορφής που προαναφέραμε, αλλά κάποια αυθαίρετη 
συνάρτηση, ίσως μη συνεχής, τότε η προσέγγιση αυτή δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί 
εκτός εάν η συνάρτηση f(t) μπορεί να αναπαρασταθεί σαν συνδυασμός όρων est.  
Θα δούμε αυτό το πρόβλημα της γενίκευσης κλιμακωτά.  Μία πρώτη λύση δίνει η 
μιγαδική σειρά Fourier.  Mέσω αυτής, μπορούμε να αναπαραστήσουμε οποιαδήποτε 
περιοδική συνάρτηση x(t) μέσω των τύπων, 

 
i

T

n
stetxC

eC
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tx

st
n

st
n

πτΤ

τ

2
   ,d)(

1
)(















 (1.2)

που την ορίζουν. Με τον όρο «περιοδική» εννοείται οποιαδήποτε συνάρτηση επανα-
λαμβάνει τον εαυτό της κάθε Τ δεύτερα.  Παραδείγματα φαίνονται στο Σχ. 1.4.   
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Σχήμα 1.4  Τυπικές περιοδικές συναρτήσεις 

Η ιδέα πίσω από την σειρά Fourier μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να επεκτείνουμε 
την εφαρμογή της και σε απεριοδικές συναρτήσεις με το ακόλουθο τέχνασμα: θεω-
ρούμε τις απεριοδικές συναρτήσεις περιοδικές με άπειρη περίοδο.  Αυτό απαιτεί την 
εύρεση κάποιων ορίων.  Κατ' αρχήν, ας γράψουμε την (1.2) στην ισοδύναμη μορφή, 
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 (1.3)

Τώρα ας θέσουμε T  στην (1.3).  Αυτό που συμβαίνει είναι ότι το ω0, που δη-
λώνει την απόσταση μεταξύ διαδοχικών συχνοτήτων (την «ανάλυση» της αναπαρά-
στασης), τείνει στο 0.  Γράφοντάς το σαν dω=ds/i και αντικαθιστώντας τη πρόσθε-
ση με το ολοκλήρωμα, παίρνουμε, 
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(1.4α)

 

(1.4β)

Η εξίσωση (1.4α) ορίζει το ολοκλήρωμα Fourier ενώ η (1.4β) τον μετασχηματισμό 
Fourier.  Οι εξισώσεις αυτές μεγαλώνουν την οικογένεια των συναρτήσεων x(t) που 
μπορούν να χρησιμοποιηθούν, αλλά οι απαιτήσεις σύγκλισης του ολοκληρώματος 
(1.4β) και το γεγονός ότι s=ωi δρουν περιοριστικά.   Για παράδειγμα η συνάρτηση 
μοναδιαίας βαθμίδας x(t)=x0u(t), που χρησιμοποιείται ευρέως σαν μαθηματικό υ-
πόδειγμα στη μελέτη των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου, δεν  έχει πεπερασμένο 
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μετασχηματισμό Fourier.  Για να διευρύνουμε ακόμη περισσότερο την οικογένεια 
των συναρτήσεων x(t), θέτουμε s=σ+ωi στην (1.4β), με το σ αρκετά μεγάλο ώστε το 
ολοκλήρωμα της  (1.4β) να συγκλίνει: 

 
is

t

t

tit teetxsC
ωσ

ωσ




















  d)()(  (1.5)

Η (1.5) ορίζει τον αμφίπλευρο μετασχηματισμό Laplace.  Οι συναρτήσεις x(t) που 
μπορούν πλέον να αναπαρασταθούν μέσω της (1.5) είναι όλες αυτές για τις οποίες 
ισχύει, 

x(t)=Αeα tu(t) 
Re(α)<Re(s) 

Επειδή x(t)<0 για t<0 στα φυσικά συστήματα, η (1.5) γράφεται και ως, 
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st tetxsX
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d)()(  (1.6)

Η (1.6) ορίζει τον φημισμένο (μονόπλευρο) μετασχηματισμό Laplace.   Συνοδεύεται 
από την αντίστοιχη αντίστροφη συνάρτηση, 
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Ας ανακεφαλαιώσουμε λοιπόν τι πετύχαμε: μπορούμε πλέον να αναπαραστήσουμε 
οποιαδήποτε συνάρτηση x(t) ως ένα συνδυασμό εκθετικών όρων μέσω της (1.7) 
αρκεί το ολοκλήρωμα να συγκλίνει.  Ευτυχώς ο όρος αυτός ικανοποιείται για τις πε-
ρισσότερες από τις συναρτήσεις που χρησιμοποιούνται στα συστήματα Αυτομάτου 
Ελέγχου.  Έχοντας πετύχει το στόχο μας, ας γυρίσουμε πίσω στην αρχική διαφορική 
εξίσωση, 

)()()(2)( 2
0 tfttt  θωθσθ   

και ας γράψουμε την f(t) μέσω της (1.7), 
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Στη συνέχεια ας υποθέσουμε ότι και η θ(t) έχει την ίδια μορφή, δηλαδή, 
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Κάνοντας τις πράξεις προκύπτει (υποθέτοντας μηδενικές αρχικές συνθήκες), 
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Με τη σχέση αυτή ολοκληρώνεται η διαδικασία επίλυσης των μη ομογενών, γραμμι-
κών, διαφορικών εξισώσεων με σταθερούς συντελεστές με αυθαίρετες συναρτήσεις 
εισόδου. 

Ο άνθρωπος που εισήγαγε την τεχνική των μετασχηματισμών Laplace στην μελέτη 
των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου ήταν ο Oliver Heaviside (18501925).  Η θεω-
ρία που προέκυψε και που συνεχίστηκε μέχρι περίπου το 1960, ονομάζεται συλλή-
βδην1 «κλασσικός έλεγχος».  Όμως, κρίνοντες εκ των υστέρων, ένας πιο σωστός όρος 
θα ήταν «έλεγχος συστημάτων μίας εισόδουμίας εξόδου». 

Ανακεφαλαιώνοντας, 

Ο (ευθύς μονόπλευρος) μετασχηματισμός Laplace μίας συνάρτησης f(t) ορίζεται 
ως, 

 
  )(d)()(

0

sFtetftf
t

st  








Δ
L (1.8)

όπου sa+bi είναι μιγαδικός αριθμός.  Ο συμβολισμός t0 δηλώνει τον χρόνο «λί-
γο πριν το 0».  Ο λόγος γι’ αυτή την λεπτομέρεια είναι ότι αρκετές συναρτήσεις που 
μας ενδιαφέρουν έχουν ασυνέχεια στο 0 (π.χ. η κρουστική συνάρτηση δ(t)).  Επίσης 
η χρήση του μονόπλευρου και όχι του αμφίπλευρου (δηλαδή με όρια το ) μετα-
σχηματισμού δικαιολογείται από το γεγονός ότι σε φυσικά συστήματα δεν ενδιαφέρει 
ο χρόνος πριν το μηδέν. 

Προκειμένου το ολοκλήρωμα (1.8) να συγκλίνει, η f(t) πρέπει να ικανοποιεί την συν-
θήκη, 

                                                 
1
 συνολικά, εκ του συλλαμβάνω 
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tσ tetf <∞ για κάποιο σ>σc (1.9)

Αυτή ισχύει αν η f(t) είναι τμηματικά συνεχής και εκθετικής τάξης, δηλαδή αν, 

 │f(t)│≤ tσcMe , 0≤t<∞ 
(1.10)

Η παράμετρος σc καλείται περιοχή σύγκλισης του μετασχηματισμού. 

Ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace ορίζεται ως, 
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Ευτυχώς δεν θα χρειαστεί να υπολογίσουμε τέτοια ολοκληρώματα, ο τύπος όμως 
παρατίθεται εδώ για λόγους πληρότητας.  Ο λόγος είναι ότι με την χρήση διαφόρων 
ιδιοτήτων και θεωρημάτων του μετασχηματισμού Laplace, μπορούμε να βρούμε τον 
αντίστροφο μετασχηματισμό πολύπλοκων συναρτήσεων έχοντας σαν βάση έναν αρ-
χικό πίνακα τυπικών συναρτήσεων. 

1.3.2 Ιδιότητες και θεωρήματα του μετασχηματισμού Laplace 

Ο μετασχηματισμός Laplace έχει πολλές ιδιότητες και θεωρήματα.  Στην συνέχεια 
παραθέτουμε τα πιο χρήσιμα για την μελέτη των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου. 

 Γραμμικότητα.  Ο μετασχηματισμός Laplace είναι ένας γραμμικός μετασχηματι-
σμός, δηλαδή ισχύει: 
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όπου τα ci είναι σταθερές. 

 Μετασχηματισμός Laplace παραγώγων.  Ο μετασχηματισμός Laplace της πρώ-
της παραγώγου μίας συνάρτησης, δίνεται από την σχέση, 

  
t

tf
tffssFtf

d

)(d
)(  ),0()()( )1()1(  L  

(1.11)

Απόδειξη:  Από τον ορισμό (1.8), έχουμε, 
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όπου έγινε χρήση του τύπου της ολοκλήρωσης κατά μέρη. 

Ο τύπος αυτός μπορεί να γενικευθεί για την nοστή παράγωγο, 
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)1()( )0()()(
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knknn fssFstfL  (1.12)

Ο τύπος αυτός είναι ιδιαίτερα εύχρηστος όταν όλες οι αρχικές συνθήκες είναι μηδε-
νικές, μία υπόθεση που συνηθίζεται στην μελέτη των συστημάτων αυτομάτου ελέγ-
χου.  Στην περίπτωση αυτή, 

( ) ( ) ( )n nf t s F s   L  

 Μετατόπιση στο πεδίο του χρόνου. 

   0  ,
1

)( 
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s
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a
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(1.13)

 Μετατόπιση στο πεδίο της συχνότητας. 

   )()( asFtfe at L  
(1.14)

 Θεώρημα τελικής τιμής.  Το θεώρημα αυτό χρησιμοποιείται ευρέως στην μελέτη 
των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου, αφού επιτρέπει τον υπολογισμό της τελι-
κής τιμής της λύσης της διαφορικής εξίσωσης (δηλ. )(ορ tf

t 
) χωρίς να χρεια-

στεί να επιλυθεί η εξίσωση. 

 
)(ορ)(ορ

0
ssFtf

st 
  (1.15)

Η σχέση αυτή ισχύει εφόσον, 

α. Το αριστερό όριο υπάρχει και, 

β. Οι ρίζες του παρανομαστή της sF(s) έχουν αρνητικά πραγματικά μέρη.   Ο πε-
ριορισμός αυτός εξασφαλίζει την ισχύ της (1.9). 

Απόδειξη:  Παίρνοντας το όριο και των δύο μελών της (1.11) καθώς το s , έ-
χουμε για μεν το αριστερό, 
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 (1.16)

ενώ για το δεξιό, 

 
  )0()(ορ)0()(ορ
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 (1.17)

Συγκρίνοντας τις (1.16), (1.17) προκύπτει η (1.15). 

1.3.3 Μετασχηματισμοί Laplace τυπικών συναρτήσεων εισόδου 

Στην μελέτη της συμπεριφοράς συστημάτων αυτομάτου ελέγχου, χρησιμοποιούνται 
σαν είσοδοι (δηλαδή σήματα αναφοράς ή επιθυμητή συμπεριφορά) συγκεκριμένες 
συναρτήσεις, που έχουν φυσική σημασία.  Αυτές χωρίζονται σε δύο βασικές κατηγο-
ρίες: πολυωνυμικές (βήμα, αναρρίχηση κλπ.) και αρμονικές (ημίτονο, συνημίτονο 
κλπ.).  Επομένως οι μετασχηματισμοί Laplace αυτών των συναρτήσεων πρέπει να 
είναι γνωστοί. 

Α. Κρουστική συνάρτηση ή συνάρτηση Dirac (impulse function). 

Η συνάρτηση αυτή ορίζεται ως, 

 







Tt

Tt
Ttδ

  

  0
)(  (1.18)

Η γραφική της παράσταση φαίνεται στο Σχ. 1.5.  Η συνάρτηση αυτή μπορεί να εννο-
ηθεί αν φανταστούμε ένα ορθογώνιο με πλευρές h και 1/h, δηλαδή εμβαδού 1.  Το 
όριο του ορθογωνίου καθώς το 0h  είναι η κρουστική συνάρτηση. 

 

0 h

1/h 

 

Σχήμα  1.5  Κρουστική συνάρτηση 

Η κρουστική συνάρτηση χρησιμοποιείται σαν μαθηματικό πρότυπο ξαφνικών διατα-
ραχών πολύ μικρής διάρκειας, π.χ. βύθισμα τάσης.  Χρησιμοποιείται επίσης για την 
προσομοίωση αρχικών συνθηκών σαν εξωγενείς μεταβλητές.  Ο μετασχηματισμός 
Laplace της μοναδιαίας κρουστικής συνάρτησης βρίσκεται εύκολα από τον ορισμό: 
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  1)()(  sΔtδL  

Β. Μοναδιαία βηματική συνάρτηση (unit step function). 

Η συνάρτηση αυτή ορίζεται ως, 
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Η βηματική και κρουστική συνάρτηση σχετίζονται καθόσον, 





t

λλδtu
t

u
tδ

-

d)()(,
d

d
)(  

Η γραφική της παράσταση, φαίνεται στο Σχ. 1.6. 
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Σχήμα  1.6   Μοναδιαία βηματική συνάρτηση 

Η βηματική συνάρτηση χρησιμοποιείται σαν το μαθηματικό υπόδειγμα σταθερής 
συμπεριφοράς, δηλαδή σε περιπτώσεις όπου είναι επιθυμητό η έξοδος να έχει σταθε-
ρή τιμή, π.χ. η τάση ενός συστήματος παροχής ηλεκτρικής ενέργειας, η ταχύτητα 
ενός κινητήρα κλπ.  Ο μετασχηματισμός της βρίσκεται εύκολα από τον ορισμό, 
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Το όριο είναι μηδέν αν σ>0.  Άρα, 
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Ειδικότερα, αν Τ0, 
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Γ. Εκθετικές συναρτήσεις. 

Ο μετασχηματισμός της συνάρτησης Mu(t)eat είναι, 

 
as

M
etMu at


)(L  

Ο τύπος αυτός μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εύρεση μετασχηματισμών συναρ-
τήσεων που μπορούν να γραφούν συναρτήσει του e.  Για παράδειγμα, 
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s
tωtuL  

Η ύπαρξη του όρου u(t) υποδηλώνει ότι οι συναρτήσεις ορίζονται για t>0. 

1.3.4 Αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace ρητών συναρτήσεων 

Όπως θα δούμε και στην συνέχεια, θα χρειαστεί να υπολογίσουμε τον αντίστροφο 
μετασχηματισμό ρητών συναρτήσεων, δηλαδή συναρτήσεων της μορφής, 
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Αυτό θα επιτευχθεί όχι με την χρήση του αναλυτικού τύπου, αλλά με την μετατροπή 
της ρητής συνάρτησης σε απλούστερη μορφή, που να είναι αντιστρέψιμη με την 
χρήση των πινάκων Laplace.  Η μετατροπή αυτή γίνεται με την χρήση της τεχνικής 
των μερικών κλασμάτων, γνωστής, φαντάζομαι και από άλλες περιπτώσεις.  Η διαδι-
κασία έχει τρεις μορφές ανάλογα με τις ρίζες του παρανομαστή της F(s).  Έστω λ1, 
λ2, ..., λn οι ρίζες του a(s). 

Α. Διακεκριμένες ρίζες.  Στην περίπτωση αυτή, η F(s) γίνεται, 
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οπότε αντιστρέφοντας κάθε όρο παίρνουμε, 
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Οι συντελεστές ci  βρίσκονται από την σχέση, 
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 (1.20)

Παράδειγμα 1.1  Να υπολογισθεί ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace της 
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Λύση: Οι ρίζες της F(s) είναι διακεκριμένες (0, 1, 2).  Οι συντελεστές είναι, 
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Επομένως, 
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Β. Μη διακεκριμένες πραγματικές ρίζες.  Έστω, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι η 
ρίζα λ1 του a(s) έχει πολλαπλότητα r, δηλαδή, 
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Τότε η F (s) αναλύεται σε άθροισμα μερικών κλασμάτων ως εξής: 
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Αντιστρέφοντας την (1.21) παίρνουμε, 
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Οι συντελεστές ci που αντιστοιχούν στην πολλαπλή ρίζα βρίσκονται από τον τύπο: 
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ενώ οι υπόλοιποι από την (1.20). 

Παράδειγμα 1.2  Να βρεθεί η y (t) αν 
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Λύση: Η ανάπτυξη του Y (s) σε μερικά κλάσματα δίνει, 
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Με αντικατάσταση δε προκύπτει, 
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Ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace δίνει: 

 teteety n
tt

n
t nnn ωω ωωω   111)(  

Γ. Μιγαδικές ρίζες.  Έστω, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι το a (s) έχει ένα ζευ-
γάρι συζυγών μιγαδικών ριζών iωσλ 2,1 .  Η περίπτωση αυτή δεν διαφέρει ουσι-

αστικά από την (Α), αφού βρίσκουμε, 
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όπου το σύμβολο «
» σημαίνει συζυγές.  Επίσης η περίπτωση πολλαπλών μιγαδικών 

ριζών αντιμετωπίζεται παρόμοια με την (Β).  Παρ’ όλ’ αυτά το πρόβλημα έγκειται 
στο ότι ενδιαφερόμαστε για πραγματικές ρίζες, και επομένως η μιγαδική συνάρτηση 

tec 1
1
λ  πρέπει να μετατραπεί σε πραγματική.  Η διαδικασία αυτή μπορεί να είναι όμως 

αρκετά κουραστική και βασικά περιέχει τα ακόλουθα βήματα: 

1. Υπολογισμός του c1, 

)()( ορ 11
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2. Υπολογισμός του αντίστοιχου όρου της χρονικής απόκρισης, 
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 (1.23)

(Προσοχή: το c1 αντιστοιχεί στην ρίζα με θετικό πρόσημο) 

Παράδειγμα 1.3  Να βρεθεί ο μετασχηματισμός Laplace της 
)258(

5
)(

2 



sss

s
sF . 

Λύση:  Σύμφωνα με τα προηγούμενα τα μερικά κλάσματα θα είναι 
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Οι συντελεστές είναι, 
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Οπότε, σύμφωνα και με την (1.23), 
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1.3.5 Επίλυση διαφορικών εξισώσεων μέσω μετασχηματισμών 
Laplace 

Ας θεωρήσουμε την γενική μη ομογενή διαφορική εξίσωση n τάξης με σταθερούς 
συντελεστές, 
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(1.24)

με τις αντίστοιχες n αρχικές συνθήκες της εξόδου, 
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Μετασχηματίζοντας κατά Laplace και τα δύο μέλη της διαφορικής παίρνουμε, 
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όπου η 
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(1.26)

καλείται συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος που περιγράφεται από την (1.24). 

Από την μορφή της (1.25) είναι πλέον φανερή η επίλυση της διαφορικής η οποία 
προκύπτει αντιστρέφοντάς την: 
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Το βασικό σημείο της (1.27) είναι ότι, 

 Ο μετασχηματισμός Laplace μας επιτρέπει την επίλυση ενός προβλήματος αρχι-
κών συνθηκών «αυτόματα», χωρίς την ανάγκη επίλυσης ενός συστήματος αλγε-
βρικών εξισώσεων για την εύρεση των συντελεστών. 

Στη μελέτη των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου, συνήθως οι αρχικές συνθήκες είναι 
όλες μηδέν.  Στην περίπτωση αυτή η (1.27) γίνεται, 



© Α. Πουλιέζος© Α. Πουλιέζος

Α. Πουλιέζος ΣΑΕ Ι: Συστήματα μίας εισόδου-μίας εξόδου

 

22 

 







  )(
)(

)(
)( 1 sR

sa

sb
ty L  (1.28)

Αν οι αρχικές συνθήκες δεν είναι μηδέν, η πιο βολική μέθοδος είναι να θεωρήσουμε 
τις αρχικές συνθήκες ως επιπλέον κρουστικές εισόδους.  Ας δούμε τη μέθοδο αυτή μ’ 
ένα παράδειγμα.  Έστω η εξίσωση (1.24) με n=2, m=0, δηλαδή, 

 )()()()( 00
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1
)2( trbtyatyaty  ,   0000 )(,)( ytyyty    

(1.29)

Παίρνοντας Laplace η (1.25) γίνεται, 

(s2+a1s+a0)Y(s)=b0R(s)+(s+a1)y0+ 0y  

ή ισοδύναμα 

(s2+a1s+a0)Y(s)=b0R(s)+(s+a1)y0Δ(s)+ 0y Δ(s) 

όπου Δ(s)≡1 είναι ο μετασχηματισμός Laplace της μοναδιαίας κρουστικής συνάρτη-
σης δ(t) (εξίσωση 1.18).  Ο όρος 0y Δ(s) μπορεί εύκολα να μεταφερθεί στο πεδίο του 

χρόνου αφού προέρχεται από την 0y δ(t).  Ο όρος (s+a1)y0Δ(s) είναι λιγότερο προφα-

νής λόγω του sy0Δ(s).  Αυτός προέρχεται από τον, 
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Φαίνεται λοιπόν ότι το αρχικό σύστημα (1.29) μπορεί να περιγραφεί ισοδύναμα από 
το, 

  0)()(   ),()()()()()( 00000100
)1(

1
)2(  tytytytyyatrbtyatyaty  δδ  

Εάν η είσοδος u(t) είναι μηδέν, η απόκριση ονομάζεται απόκριση μηδενικής εισόδου 
ενώ αν οι αρχικές συνθήκες είναι μηδέν η προκύπτουσα απόκριση ονομάζεται από-
κριση μηδενικής κατάστασης. 

 

Σύνοψη: Ο μετασχηματισμός Laplace είναι χρήσιμος για την επίλυση γραμμικών 
διαφορικών εξισώσεων με αρχικές συνθήκες στο t=0 και ασυνεχή δεξιά μέλη (π.χ. 
βηματική συνάρτηση).  Η μέθοδος αυτή δεν είναι η μοναδική για τέτοιου είδους 
προβλήματα, προσφέρει όμως σχετική ευκολία σε συγκεκριμένα προβλήματα καθώς 
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επιλύει το πρόβλημα αρχικών συνθηκών σ’ ένα βήμα. 
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2 Βασικές έννοιες 

2.1 Αναπαράσταση συστημάτων 

Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουμε τις βασικές συνιστώσες της θεωρίας των συστη-
μάτων αυτομάτου ελέγχου που θα χρησιμεύσουν για επόμενο κεφάλαιο που ασχολεί-
ται με την σχεδίαση τους.  Όταν λέμε συστήματα αυτομάτου ελέγχου, εννοούμε βα-
σικά συστήματα αυτομάτου ελέγχου με ανατροφοδότηση και όταν λέμε σχεδίαση 
εννοούμε σχεδίαση ελεγκτών. 

Τα συστήματα αυτομάτου ελέγχου αναπαριστώνται γραφικά με τη χρήση των δομι-
κών διαγραμμάτων2.  Τα δομικά διαγράμματα απεικονίζουν την ακολουθία των δια-
δικασιών και τις σχέσεις μεταξύ των υποσυστημάτων που απαρτίζουν το συνολικό 
σύστημα.  Αυτό είναι ιδιαίτερα απλό όταν οι σχέσεις είναι προς μία διεύθυνση μόνο. 

Όπως έχει γίνει ήδη σαφές, σημείο εκκίνησης για την αναπαράσταση συστημάτων 
είναι η περιγραφή τους σε μορφή διαφορικής εξίσωσης, 
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1
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n  
  

Η εξίσωση αυτή μπορεί να γραφτεί πιο σύντομα αν ορίσουμε τον τελεστή  ως, 
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Τότε η διαφορική εξίσωση μπορεί να εκφρασθεί ως, 

{y(t)}=r(t) 

και μπορεί να αναπαρασταθεί γραφικά από το σχήμα, 

 είσοδος r(t) έξοδος y(t) 
τελεστής 


 

Σχήμα 2.1 

Τώρα ας υποθέσουμε ότι η έξοδος y(t) είναι είσοδος σε επόμενο σύστημα, όπως 
συμβαίνει στα συστήματα αυτομάτου ελέγχου: 

                                                 

2 Αναφέρονται και ως διαγράμματα βαθμίδων.  Στα αγγλικά block diagrams. 
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είσοδος r(t) έξοδος y1(t) 

τελεστής 
1 

τελεστής 
2 

έξοδος y2(t) 

 

Σχήμα 2.2 

Μπορούμε να ανάγουμε (απλοποιήσουμε) το Σχ. 2.2 στο Σχ. 2.1;  Για να γίνει αυτό 
χρειαζόμαστε τον τελεστή (διαδικασία) της συνέλιξης.  H συνέλιξη δύο συναρτήσε-
ων f και g ορίζεται ως, 





0

d)()())(*( tgtftgf   

Μπορεί τώρα ν’ αποδειχθεί ότι, 

y1(t)=r(t)*h1(t) 

όπου h1(t) είναι η κρουστική απόκριση του συστήματος, δηλαδή η έξοδός του σε 
κρουστική είσοδο (συνάρτηση Dirac). 

Με τη χρήση του τελεστή αυτού μπορούμε να μετατρέψουμε το Σχ. 2.2 στο Σχ. 2.1: 

 
 r(t) 

y1(t) 

h1 h2 

 y2(t)
 

 r(t) y2(t) 

h1 * h2
  

 

Η προσέγγιση αυτή φαίνεται καλή αλλά δεν είναι βολική καθώς δεν υπάρχει συστη-
ματοποιημένη διαδικασία για το πώς υπολογίζουμε τις συνελίξεις.  Μία πιο αποδοτι-
κή μέθοδος προκύπτει αν χρησιμοποιήσουμε τον μετασχηματισμό Laplace.  Έτσι αν, 

Υ1(s)=H1(s)R(s), Υ2(s)=H2(s)Y1(s)  

τότε εύκολα προκύπτει ότι, 

Υ2(s)=H1(s)H2(s)R(s) 

οπότε, 

y2(t)= -1{H1(s)H2(s)R(s)} 
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Η προσέγγιση αυτή είναι πιο ικανοποιητική καθώς οι συστηματοποιημένες τεχνικές 
αντιστροφής του μετασχηματισμού Laplace καθιστούν πιο εύκολη τη μετάβαση στο 
πεδίο του χρόνου.  Έτσι υιοθετούμε το ακόλουθο υπόδειγμα σαν το βασικό δομικό 
στοιχείο στην οικοδόμηση πιο σύνθετων συστημάτων, 

 είσοδος R(s) έξοδος Y(s) συνάρτηση
μεταφοράς

G(s) 

 

Σχήμα 2.3  Βασικό δομικό στοιχείο δομικών διαγραμμάτων 

που είναι το μαθηματικό ανάλογο του, 

 Y(s)=G(s)R(s) 
(2.1)

με s=σ+ωi. 

Δεν πρέπει βέβαια να ξεχνάμε ότι η σχέση αυτή έχει προκύψει από μία αντίστοιχη 
διαφορική εξίσωση, με μηδενικές αρχικές συνθήκες, για παράδειγμα την, 

)()()(2)( 2
0 trtytyty  ωσ  

η οποία αφού μετασχηματισθεί κατά Laplace δίνει, 
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1
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2
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Αυτό που δείχνει ουσιαστικά το δομικό στοιχείο είναι το τί θα συμβεί (Y(s)) σ’ ένα 
σύστημα (G(s)) αν διεγερθεί από την R(s). 

Η συνάρτηση G(s) είναι η συνάρτηση μεταφοράς, η R(s) είσοδος και η Y(s) έξοδος.  
Οι ρίζες του παρανομαστή της G(s), δηλαδή οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύ-
μου a(s), ονομάζονται πόλοι του συστήματος ενώ οι ρίζες του αριθμητή b(s), μηδε-
νικά.  Όπως είναι φανερό οι τιμές των πόλων και των μηδενικών παίζουν καθοριστι-
κό ρόλο στην συμπεριφορά της λύσης y(t), γι’ αυτό και ορίζονται ιδιαίτερα.  Ο ρόλος 
αυτός γίνεται πιο ευδιάκριτος αν εκφράσουμε τη συνάρτηση μεταφοράς σε μορφή 
πόλων-μηδενικών: 
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Αν r(t)=0, τότε, 

yο(t)= 


n

k

tp
k

kec
1

 

δηλαδή οι πόλοι είναι οι εκθέτες των εκθετικών συναρτήσεων που εμφανίζονται στη 
λύση της ομογενούς yο(t).  Περαιτέρω αν r(t)=cezt, τότε το σήμα αυτό δεν επενεργεί 
καθώς το δεξί μέλος της (1.24) μηδενίζεται, αφού, 

)(+...)()( 0
)1(

1
)( trbtrbtrb m

m
m

m  
 =B(b)cezt=0 

Οι λόγοι που επιλέγουμε να αναπαραστήσουμε τα συστήματα μέσω του Σχ. 2.3 και 
όχι μέσω της εξίσωσης (2.1) είναι οι εξής: 

 Στο δομικό διάγραμμα είναι πιο παραστατική η σχέση αιτίου-αποτελέσματος 
που χαρακτηρίζει τα φυσικά συστήματα. 

 Πολύπλοκα συστήματα με διασυνδεδεμένα υποσυστήματα, μετασχηματίζονται 
εύκολα σε απλούστερες μορφές μέσω απλών πράξεων που θα δούμε στη συνέ-
χεια. 

Στα Σχ. 2.4, 2.5 φαίνονται αντίστοιχα, τα δομικά διαγράμματα ενός ανοικτού (χωρίς 
ανατροφοδότηση) και ενός κλειστού (με ανατροφοδότηση) συστήματος. 

+
+

D (s )

Y(s )  
G(s )C (s )

R (s )  

 

Σχήμα  2.4   Σύστημα χωρίς ανατροφοδότηση (ανοικτό σύστημα) 

+ + 

D (s )  

Y(s )  

G(s )C(s )  
R (s )  + 

-  

F(s )

U (s )

N (s )  + 

+
 

Σχήμα  2.5   Σύστημα με ανατροφοδότηση (κλειστό σύστημα) 
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Οι μεταβλητές που εμφανίζονται στο Σχ. 2.5 έχουν την εξής σημασία: 

R(s) (Μετασχηματισμένη κατά Laplace) συνάρτηση εισόδου.  Όπως θα δούμε και σε 
επόμενο παράδειγμα, η είσοδος αυτή δεν είναι απαραίτητα η φυσική είσοδος 
του συστήματος, αλλά η είσοδος αναφοράς, δηλαδή η επιθυμητή κατάσταση του 
συστήματος. 

Y(s) (Μετασχηματισμένη κατά Laplace) συνάρτηση εξόδου.  Όπως θα δούμε και σε 
επόμενο παράδειγμα, η έξοδος δεν είναι απαραίτητα η φυσική έξοδος του συ-
στήματος, αλλά η μεταβλητή που θέλουμε να ελέγξουμε. 

D(s) (Μετασχηματισμένη κατά Laplace) συνάρτηση εξωτερικών διαταραχών.  Ο όρος 
αυτός παριστά γνωστές ή άγνωστες διαταραχές οι οποίες μπορεί να έχουν φυσι-
κή αντιστοιχία (διαταραχές φορτίου, άνεμος κλπ.) ή να συμβολίζουν σφάλματα 
μοντελοποίησης.  Τα σφάλματα αυτά μπορεί να προέρχονται είτε από λανθα-
σμένες τιμές παραμέτρων είτε από γραμμικοποίηση μη γραμμικών συστημάτων.  
Ο όρος αυτός δεν παρεμβαίνει στην διαδικασία σχεδίασης, αφού είναι ουσια-
στικά άγνωστος, αλλά η σχεδίαση πρέπει να τον λαμβάνει υπόψη της όπως θα 
δούμε. 

Ν(s) (Μετασχηματισμένη κατά Laplace) συνάρτηση θορύβου.  Παριστά αναπόφευκτο 
θόρυβο που εισάγεται στο σύστημα μέσω των αισθητήρων.  Και αυτός ο όρος, 
αν και άγνωστος πρέπει να λαμβάνεται καταλλήλως υπόψη κατά την σχεδίαση 
(ουσιαστικά δηλαδή και ο θόρυβος και οι διαταραχές πρέπει να επηρεάζουν την 
λειτουργία του συστήματος το λιγότερο δυνατό). 

C(s) (Μετασχηματισμένη κατά Laplace) συνάρτηση μεταφοράς ελεγκτή.  Αποτελεί το 
ζητούμενο της σχεδίασης.  Είναι ουσιαστικά το "μυαλό" του συστήματος, ο 
τρόπος με τον οποίον επιτυγχάνονται οι σχεδιαστικές προδιαγραφές. 

G(s) (Μετασχηματισμένη κατά Laplace) συνάρτηση εγκατάστασης.  Ο όρος εγκατά-
σταση δηλώνει την ελεγχόμενη διαδικασία.  Η ορολογία προέρχεται από το αγ-
γλικό plant. 

F(s) (Μετασχηματισμένη κατά Laplace) συνάρτηση βρόχου ανατροφοδότησης.  Όταν 
ο όρος αυτός είναι 1 (σύνηθες) μιλάμε για μοναδιαία ανατροφοδότηση. 

 

Επιπλέον η C(s)G(s) καλείται απευθείας βρόχος ενώ η F(s) κλάδος ανατροφοδότη-
σης3. 

Οι μεταβλητές του ανοικτού συστήματος είναι παρόμοιες με την διαφορά ότι δεν υ-
πάρχει ο κλάδος ανατροφοδότησης και επομένως οι N(s), F(s).  Ας δούμε ένα απλό 
παράδειγμα για την κατανόηση των παραπάνω. 

                                                 

3 βρόχος (~ θηλιά) και όχι βρόγχος (τραχεία αρτηρία) 
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Παράδειγμα 2.1  Σύστημα ελέγχου στάθμης υγρού.  Στο Σχ. 2.6 φαίνεται το σχη-
ματικό διάγραμμα ενός συστήματος στάθμης υγρού ενώ στο Σχ. 2.7 το δομικό του 
διάγραμμα. 

Τα βασικά στοιχεία του συστήματος αυτού, με την σειρά που αναφέρθηκαν πριν, 
είναι: 

Η είσοδος και η έξοδος του συστήματος, φυσιολογικά είναι η εισροή qi και η εκροή 
qo.  Όμως, στο μοντελοποιημένο σύστημα που αναπαριστάται στο δομικό διάγραμ-
μα, ως είσοδος νοείται η επιθυμητή στάθμη του υγρού και ως έξοδος η στιγμιαία 
στάθμη του. 

 

Βάνα 

R 

h
ρ

Α

Ηλεκτροβάνα

wout 

win 

Κεντρική παροχή 

Στρατηγική ελέγχου 

αισθητήρας ύψους 

 

Σχήμα  2.6   Σχηματικό διάγραμμα ελέγχου στάθμης υγρού 

 
  

+

U(s)

D(s)

R(s) 

F(s)

+

Y(s) 

N(s)

+ +

C(s)

δεξαμενή 

G(s)

ελεγκτής 

αισθητήρας 

σήμα ελέγχου (w)

διαταραχές 

θόρυβος 

στάθμη υγρούεπιθυμητή στάθμη (m) 

 

Σχήμα  2.7   Δομικό διάγραμμα συστήματος ελέγχου στάθμης υγρού 

Οι εξωτερικές διαταραχές μπορεί να είναι μεταβολή στην ροή εισόδου (απρόβλεπτη), 
μεταβολή στην ζήτηση (ροή εξόδου) και σφάλματα λόγω γραμμικοποίησης του μη 
γραμμικού μοντέλου της δεξαμενής (θα διευκρινισθεί αργότερα).  
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Ο θόρυβος στην μέτρηση μπορεί να προέρχεται από σφάλματα του οργάνου μέτρη-
σης (είτε φυσιολογικά, είτε λόγω φθοράς). 

Ο ελεγκτής είναι το ζητούμενο. 

Η συνάρτηση μεταφοράς της εγκατάστασης προκύπτει από τις φυσικές σχέσεις που 
διέπουν την διαδικασία της δεξαμενής υγρού. 

Η συνάρτηση μεταφοράς του κλάδου ανατροφοδότησης προκύπτει από το όργανο 
μέτρησης (μηχανικό, ηλεκτρονικό κλπ.) και από το αν πρέπει η πληροφορία που πα-
ρέχει να μετατραπεί (π.χ. θέση σε ταχύτητα ή στάθμη σε τάση). 

Παράδειγμα 2.2  Κινητήρες συνεχούς ρεύματος. 

Οι κινητήρες συνεχούς ρεύματος είναι εκ των πλέον χρησιμοποιουμένων εξαρτημά-
των στα συστήματα αυτομάτου ελέγχου.  Από τους πολλούς τύπους κινητήρων που 
υπάρχουν θα εξετάσουμε την δυναμική συμπεριφορά αυτών που διεγείρονται από 
τον στάτορα. 

 

Σχήμα  2.8  Σχηματικό διάγραμμα κινητήρα 

Οι βασικοί φυσικοί νόμοι που διέπουν τη λειτουργία του κινητήρα είναι: 

1. Η μετατροπή της ηλεκτρικής σε μηχανική ενέργεια βάσει του νόμου των κινη-
τήρων, 

 
F=Bli=Kmi 

(2.2)

όπου F είναι η δύναμη που παράγεται αν ρεύμα i A κινείται σε αγωγό μήκους l m σε 
ορθή γωνία προς μαγνητικό πεδίο Β tesla.  Η γενική αυτή σχέση συνήθως εκφράζεται 
συναρτήσει της σταθεράς κινητήρα Km που συνοψίζει τα χαρακτηριστικά του. 

2. Η σχέση ηλεκτρικής ισχύος και κίνησης (νόμος γεννήτριας), 
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(2.3)

όπου e είναι η τάση που αναπτύσσεται στα άκρα αγωγού μήκους l m που κινείται με 
ταχύτητα v m/s σε ορθή γωνία προς ένα μαγνητικό πεδίο Β tesla.  Για γεννήτριες η 
σχέση εκφράζεται συναρτήσει της σταθεράς γεννήτριας Kg. 

3. O νόμος του Νεύτωνα για περιστροφική κίνηση, 

 
)(tΜkbJ  θθθ   

(2.4)

όπου J είναι η ροπή αδρανείας, b ο συντελεστής τριβής και k ο συντελεστής μετατό-
πισης ροπής στρέψεως. 

4.     Ο νόμος τάσεων του Kirchoff:  Το αλγεβρικό άθροισμα όλων των τάσεων γύρω 
από ένα κλειστό μονοπάτι κυκλώματος είναι μηδέν. 

Με βάση τους παραπάνω νόμους η συνάρτηση μεταφοράς εξάγεται ως εξής: 

α. Η ροπή δύναμης από την (2.2) είναι,        

 
)()( tIKtT amm φ  

(2.5)

β. Ο νόμος των τάσεων δίνει για το δίκτυο του στάτορα, 
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(2.6)

γ. Ο νόμος του Νεύτωνα δίνει για την περιστροφική κίνηση, 
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(2.7)

όπου ο συντελεστής k της (2.4) θεωρήθηκε αμελητέος. 

Επιπλέον η μαγνητική ροή φ(t) μεταξύ στάτορα και ρότορα είναι, 

 
)()( tiKt ffφ  

(2.8)

Αντικαθιστώντας την (2.8) στην (2.5) δίνει, 
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)()( tiIKKtT fafmm   

Αντικαθιστώντας την τελευταία στην (2.7), δίνει, 
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(2.9)

Μετασχηματίζοντας κατά Laplace τις (2.6), (2.9) παίρνουμε, 

)()()()()(Θ

)(
)()()()(

2
2 sI

sBsJ

IKK
ssIIKKssBssJ

RsL

sv
sIsvsIRssIL

f
mm

afm
fafmmm

ff

f
ffffff








 

Απαλείφοντας το Ιf  από τις παραπάνω εξισώσεις δίνει την συνάρτηση μεταφοράς 
γωνιακής θέσης εξόδουτάσης εισόδου, 

   ffmm

afm

f RsLsBsJ

IKK
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Αν η αυτεπαγωγή Lf  θεωρηθεί αμελητέα, προκύπτει μία διαδικασία δευτέρας τάξε-
ως, 
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όπου τα K και τ προκύπτουν εύκολα ως, 

11 )(,)(   fmafmfmfm RJIKKRJRB   

2.1.1 Πράξεις επί δομικών διαγραμμάτων 

Αφού ο βασικός τρόπος αναπαράστασης των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου είναι 
μέσω των δομικών διαγραμμάτων, είναι απαραίτητη η γνώση χειρισμού τους.  Ουσι-
αστικά κάθε δομικό διάγραμμα μπορεί να καταλήξει στην βασική μορφή, 
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 R(s) Y(s) 

G(s)

 

Οι πράξεις που επιτρέπουν τον μετασχηματισμό αυτό είναι βασικά δύο: 

Μετατροπή συναρτήσεων εν σειρά: γινόμενο συναρτήσεων 

R (s )  X(s )  

C (s )  G(s )
Y(s )  R (s )  Y(s )  

C (s )G (s )  

 

Μετατροπή συναρτήσεων σε διάταξη ανατροφοδότησης 
 

R(s) Y(s)

G(s) 

R(s) Y(s) 

)()(1

)(

sHsG

sG



H(s) 

± 

+ 

 

Η τελευταία αυτή σχέση είναι ιδιαίτερα χρήσιμη, αφού μας επιτρέπει την εύρεση της 
(ισοδύναμης) συνάρτησης μεταφοράς ενός συστήματος με ανατροφοδότηση.  Η α-
πλοποίηση πιο πολύπλοκων διαγραμμάτων επιτυγχάνεται με την σταδιακή απλοποί-
ηση των επιμέρους τμημάτων. 

Αν στο σύστημα υπάρχουν παραπάνω από μία είσοδοι, όπως συμβαίνει στο Σχ. 2.5, η 
ολική απόκριση είναι το άθροισμα των αποκρίσεων από κάθε είσοδο, των υπολοίπων 
λαμβανομένων μηδέν.  Έτσι, για το σύστημα του Σχ. 2.5, η ολική απόκριση είναι (για 
F(s)1), 
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  (2.10)

2.2 ∆ιαδικασία επίλυσης του προβλήματος σχεδίασης ενός συ-
στήματος αυτομάτου ελέγχου 

Το υπόλοιπο τμήμα των σημειώσεων είναι διαρθρωμένο έτσι ώστε να συμβαδίζει με 
τα βασικά βήματα που πρέπει να ακολουθήσει ένας μηχανικός αυτομάτου ελέγχου (ή 
καλύτερα μία ομάδα σχεδίασης, αφού συνήθως οι γνώσεις που χρειάζονται απαιτούν 
διεπιστημονική προσέγγιση).  Τα βήματα αυτά είναι: 
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  Κατάστρωση φυσικού μοντέλου και εύρεση μαθηματικών εξισώσεων που το 
περιγράφουν.  Πιθανές απλοποιήσεις λόγω μη γραμμικότητας.  Το βήμα αυτό 
χρειάζεται ειδικές γνώσεις επί της ελεγχόμενης διαδικασίας, για παράδειγμα 
γνώση χημείας αν πρόκειται για χημικές διεργασίες, γνώση βιολογίας αν πρό-
κειται για βιολογικές διαδικασίες κ.ο.κ.  Ως εκ τούτου δεν θα ασχοληθούμε διε-
ξοδικά με το κομμάτι αυτό (που είναι ίσως και το πιο δύσκολο), αλλά θα θεω-
ρήσουμε ότι τα χρησιμοποιούμενα μοντέλα έχουν παραχθεί με κάποιο τρόπο. 

 Μελέτη της δυναμικής συμπεριφοράς του συστήματος μέσω μετασχηματισμών 
Laplace.  Για τον λόγο αυτό απαιτείται ταξινόμηση των συστημάτων, ώστε η 
μελέτη τους να είναι ευκολότερη. 

 Τυποποίηση προδιαγραφών συμπεριφοράς και σχεδίαση ελεγκτή που να τις ι-
κανοποιεί.  Το βήμα αυτό είναι μία διαδικασία δοκιμήςσφάλματος (trial and 
error) αφού οι προδιαγραφές είναι συνήθως αντικρουόμενες και πρέπει να βρε-
θεί μία διάταξη με αμοιβαίες παραχωρήσεις.  Στη φάση αυτή το πλήρες μοντέλο 
της διαδικασίας (όχι αυτό που χρησιμοποιείται για τη σχεδίαση) μπορεί να φα-
νεί χρήσιμο, αφού για την διαδικασία δοκιμήςσφάλματος η ελεγχόμενη διαδι-
κασία μπορεί να προσομοιωθεί σε υπολογιστή, έτσι ώστε να αποφευχθούν πιθα-
νές βλάβες στην εγκατάσταση. 
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3 Ανάλυση συστημάτων 

Στο κεφάλαιο αυτό θα δούμε τις βασικές ιδιότητες των συστημάτων που περιγράφο-
νται από διαφορικές εξισώσεις της μορφής (1.24).  Ειδικότερα θα δούμε πιο λεπτο-
μερώς την συμπεριφορά συστημάτων ή διαδικασιών πρώτης και δευτέρας τάξης.  Ο 
λόγος για την προτίμηση αυτή είναι ότι αφενός αυτό είναι πιο εύκολο και αφετέρου η 
συμπεριφορά συστημάτων μεγαλύτερης τάξης μπορεί να προσεγγισθεί από την γνώ-
ση της συμπεριφοράς των συστημάτων πρώτης και δευτέρας τάξεως. 

Ας διευκρινίσουμε ότι με την έννοια σύστημα μπορεί να νοηθεί και μία απλή διαδι-
κασία και όχι απαραίτητα ένα σύνολο από διασυνδεδεμένες διαδικασίες που αποτε-
λούν ένα σύστημα.  Έτσι, στη συνέχεια ο όρος διαδικασία θα χρησιμοποιείται για να 
δηλώσει είτε μία απλή διαδικασία, είτε ένα σύστημα που έχει μετασχηματισθεί σε 
απλή διαδικασία με τις μεθόδους της παραγράφου 2.1.1. 

Για την ανάλυση, αλλά και την σύνθεση, συστημάτων χρησιμοποιούνται κάποιες 
τυπικές είσοδοι.  Ο λόγος είναι ότι δεν είναι εφικτό να είναι γνωστή εκ των προτέρων 
η μορφή της εισόδου.  Οι τυπικές είσοδοι αρχίζουν από την μοναδιαία βηματική και 
μοναδιαία συνάρτηση αναρρίχησης, για να φθάσουν σε αρμονικές (ημιτονοειδής, 
εκθετική) και τυχαίες.  Μέθοδοι που βασίζονται στις πρώτες (βήμα, αναρρίχηση) 
ονομάζονται μέθοδοι χρονικής απόκρισης ενώ μέθοδοι που βασίζονται σε αρμονικές 
εισόδους ονομάζονται μέθοδοι απόκρισης συχνότητας. 

3.1 ∆ιαδικασίες πρώτης τάξεως 

Σύμφωνα με την (2.14), οι διαδικασίες πρώτης τάξης περιγράφονται από διαφορικές 
εξισώσεις της μορφής, 

 0000 )(   ),()(
d

)(d
ytytrbtya

t

ty
  

(3.1)

της οποίας ο μετασχηματισμός Laplace δίνει σύμφωνα με την (2.15), 
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  (3.2)

Η συνάρτηση μεταφοράς έχει έναν πόλο στο a0 ενώ δεν έχει μηδενικά.  Επομένως, 
αναμένουμε η απόκριση να εξαρτάται μόνο από τον πόλο.  Όσον αφορά την αρχική 
συνθήκη, μπορούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας να την θεωρήσουμε μηδέν.  Αν 
αυτό δεν συμβαίνει υπάρχουν τρεις τρόποι αντιμετώπισης: 

 Αντιστρέφουμε την (3.2) με τις αρχικές συνθήκες (ισχύει γενικότερα). 

 Ορίζουμε νέα μεταβλητή y'yy0, έτσι ώστε y'(t0)0 (δύσκολο για μεγαλύτερες 
τάξεις). 

 Θεωρούμε την αρχική συνθήκη ως επιπλέον κρουστική είσοδο μεγέθους ίσου με 
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την αρχική συνθήκη  y0, και επιλύουμε το πρόβλημα με μηδενική αρχική συν-
θήκη (μέθοδο που είδαμε στην Ενότητα 1.3.5). 

Ας γυρίσουμε στην μετασχηματισμένη εξίσωση και ας την γράψουμε στην τυπική 
της μορφή, 

 1)(

)(



τ

Κ

ssR

sY
 (3.3)

Στην μορφή αυτή, η  σταθερά Κ ονομάζεται κέρδος του συστήματος ενώ το τ είναι η 
χρονική σταθερά του.  Ο λόγος για την ορολογία αυτή θα διευκρινισθεί αμέσως.  
Προφανώς Κb0/a0, τ1/a0.  Το (απλό) δομικό διάγραμμα της διαδικασίας πρώτης 
τάξης φαίνεται στο Σχ. 3.1. 

 R(s) 

εγκατάσταση

Y(s) 

1sτ

Κ  

 

Σχήμα  3.1  Δομικό διάγραμμα διαδικασίας πρώτης τάξης 

Για να αντιστρέψουμε την (3.3), ας θεωρήσουμε ότι η συνάρτηση εισόδου είναι η 
μοναδιαία βηματική, επομένως R(s)Μ/s.  Τότε, 

1
)(
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Χρησιμοποιώντας μερικά κλάσματα, 

1
)( 21
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όπου, 
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1 .  Επομένως, 

 



1

)(



s

MK

s

MK
sY  y(t)=ΜK(1e t / τ), t≥0 

(3.4)

Εξετάζοντας την λύση βλέπουμε ότι τείνει στο ΜΚ καθώς ο χρόνος τείνει στο άπει-
ρο, ενώ η ταχύτητα προσέγγισης εξαρτάται από το τ.  Στο Σχ. 3.2 βλέπουμε κάποιες 

μοναδιαίες βηματικές αποκρίσεις της 
1

8,0

τs
για διαφορετικές χρονικές σταθερές και 

τις αντίστοιχες θέσεις των πόλων. 

Τα συμπεράσματα που προκύπτουν κοιτάζοντας το Σχ. 3.2 είναι: 
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 Αν η χρονική σταθερά είναι θετική, το σύστημα είναι ευσταθές, δηλαδή τείνει 
σε πεπερασμένη τιμή καθώς ο χρόνος τείνει στο άπειρο.  Σε αντίθετη περίπτωση 
η απόκριση «εκρήγνυται», δηλαδή πάει στο άπειρο.  Επομένως για ευστάθεια, 
απαιτείται ο πόλος να βρίσκεται στο αριστερό ημιεπίπεδο.  Αν το σύστημα δεν 
είναι ευσταθές, πρέπει να σταθεροποιηθεί, γιατί ένα ασταθές σύστημα είναι ου-
σιαστικά άχρηστο.  Μέθοδοι σταθεροποίησης θα συζητηθούν στο επόμενο κε-
φάλαιο. 

 

jω 

σ

p1= -10 p2= -2 p3=0,5

 

Σχήμα  3.2  Χρονικές αποκρίσεις  της 
1

8,0

τs
 και αντίστοιχες θέσεις πόλων. 

 Η ταχύτητα απόκρισης αυξάνεται όσο μικρότερη είναι η χρονική σταθερά.  Ε-
πομένως όσο αριστερότερα βρίσκεται ο πόλος τόσο πιο γρήγορο είναι το σύ-
στημα.  Εάν η ταχύτητα απόκρισης δεν είναι αρκετά γρήγορη, απαιτείται τρο-
ποποίηση.  Μέθοδοι γι’ αυτό θα συζητηθούν στο επόμενο κεφάλαιο. 

 Η τελική τιμή της απόκρισης δεν είναι ίση με την είσοδο (μονάδα).  Αυτό δεν 
είναι επιθυμητό.  Μέθοδοι για την βελτίωση αυτού του μειονεκτήματος θα συ-
ζητηθούν στο επόμενο κεφάλαιο. 

Τελειώνουμε με μία ποσοτική ερμηνεία του τ.  Θέτοντας tτ στην (3.4) παίρνουμε, 

    )(632,0368,01)(1)()( 1 tKutKuetKuty    

Επομένως το τ είναι ο χρόνος που απαιτείται για να φτάσει η απόκριση στο 63% της 
τελικής της τιμής. 

Παράδειγμα 3.1  Μία δεξαμενή με σταθερά 1 min και αντίσταση 1/9 cm2min λει-
τουργεί σε σταθερή κατάσταση με ροή εισόδου 10 cm3/min.  Σε χρόνο t10 min η 
ροή αυξάνεται σε 100 cm3/min για 0,1 min.  Σχεδιάστε την μεταβολή του ύψους της 
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δεξαμενής εξαιτίας της διαταραχής αυτής. 

Λύση:  Το μαθηματικό υπόδειγμα της δεξαμενής εξάγεται στην Ενότητα 5.1.  

Λόγω του ότι 2cm 9
R

τ
ΑRΑτ .  Επομένως η εξίσωση που διέπει το σύστη-

μα είναι, 

1

)0(
)(
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91
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h
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s
sH in  

Συγκρίνοντας την συνάρτηση μεταφοράς με την τυπική μορφή (3.3), επαληθεύεται 
ότι R1/9, τ1.  Για να συνεχίσουμε την λύση: 

1. Θεωρούμε αρχικό χρόνο t0, αρχικές συνθήκες μηδέν και είσοδο την ροή από 
t0 και μετά.  Η μαθηματική της έκφραση δίνεται από, 

)1,10(90)10(90)(10)(  tutututwin  

Επομένως η συνάρτηση μεταφοράς γίνεται, 
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Κάθε όρος είναι της μορφής 
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iα  και αναπτύσσεται σε μερικά κλάσματα σύμφω-

να με την (1.20).  Έτσι, 
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(συγκρίνετε και με την (3.4) για τ1).  Έτσι, για κάθε όρο ο αντίστροφος μετασχη-

ματισμός δίνει, όρους της μορφής  t
i etu 1)(α .  Συλλέγοντας τους όρους και αντι-

καθιστώντας τα αi δίνει, 

     )1,10()10( 1)1,10(101)10(101)(
9

10
)(   ttt etuetuetuth  
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Οι χρονικές αποκρίσεις της εισόδου win(t) και της εξόδου h(t) φαίνονται στο Σχ. 3.3. 

 

 

 

Σχήμα 3.3  Χρονικές αποκρίσεις εισόδου/εξόδου συστήματος 1ης τάξης 

3.2 ∆ιαδικασίες δευτέρας τάξεως 

Η μελέτη των διαδικασιών δευτέρας τάξης είναι ιδιαίτερα χρήσιμη στην σχεδίαση 
των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου επειδή: 

 Η γνώση της συμπεριφοράς τους χρησιμεύει για την πρόβλεψη της συμπεριφο-
ράς διαδικασιών υψηλοτέρων τάξεων μέσω της έννοιας των κυρίαρχων πόλων 
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που θα δούμε στην συνέχεια. 

Περιγράφονται από διαφορικές εξισώσεις της μορφής, 

0000001 )(,)(      ),( ytyytytrbyayay    

Μετασχηματίζοντας την κατά Laplace δίνει, 
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Υποθέτοντας μηδενικές αρχικές συνθήκες (σε αντίθετη περίπτωση είπαμε τί θα κά-
νουμε) παίρνουμε, 
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Όταν μελετάμε συστήματα αυτομάτου ελέγχου, είθισται4 να γράφουμε την συνάρτη-
ση μεταφοράς στην τυπική μορφή, 
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(3.5)

επειδή η μορφή αυτή απαντάται συχνά και οι παράμετροι της  ζ, ωn  έχουν φυσική 
σημασία.  Εξισώνοντας όμοιους όρους προκύπτει ότι, 

0

1
0 2

   ,
a

a
an  ζω  

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της διαδικασίας είναι, 

22 2)( nnsssa ωζω   

οι δε πόλοι, 

                                                 

4
 είθισται: συνηθίζεται (γ' ενικό παρακειμένου του εθίζομαι) 
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12
2,1  ζωζω nns  

Η δυναμική συμπεριφορά των διαδικασιών δευτέρας τάξης μπορεί να περιγραφεί με 
τις δύο παραμέτρους ζ και ωn. 

Στην συνέχεια θα κάνουμε την παραδοχή ότι η διαδικασία είναι ευσταθής.  Όπως θα 
δούμε στη συνέχεια αυτό σημαίνει 0nζω . 

3.2.1 Απόκριση μοναδιαίας βαθμίδας 

1) Υποαπόσβεση (0<ζ<1) : Στην περίπτωση αυτή η χαρακτηριστική εξίσωση έχει 
δύο μιγαδικές συζυγείς ρίζες: 

d

nn
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ζωζω

α 

 2
2,1 1  

όπου η παράμετρος 21 ζωω  nd  ονομάζεται αποσβυσμένη φυσική συχνότητα, 
ενώ η σα=ζωn σταθερά εξασθένησης. 

Όταν η είσοδος είναι η μοναδιαία βηματική συνάρτηση, R(s)1/s, οπότε, 
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Από τους  πίνακες μετασχηματισμών Laplace, 
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Υπενθυμίζουμε ότι ο όρος u(t) υποδηλώνει ότι η συνάρτηση είναι μηδενική για t<0.  
Πάντως για να μην μπλέκουμε υπερβολικά ο όρος αυτός θα απαλειφθεί στο μέλλον, 
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αλλά δεν πρέπει να λησμονηθεί ότι ο μετασχηματισμός ισχύει για t>0.  Αντιστρέφο-
ντας παίρνουμε, 
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Θέτοντας, 
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 (3.7)

Η λύση παριστάνει μία φθίνουσα ημιτονοειδή συνάρτηση με συχνότητα  






  21 ζωω nd  και σταθερά εξασθένησης σα  ζωn.   

Να σημειωθεί ότι η περίπτωση αυτή είναι η πιο σημαντική στη σχεδίαση συστημά-
των αυτομάτου ελέγχου. 

2) Υπεραπόσβεση (ζ>1): Στην περίπτωση αυτή οι δύο πόλοι της συνάρτησης μεταφο-
ράς είναι πραγματικοί, αρνητικοί και άνισοι, 

12
2,1  ζωζω nns  

Για είσοδο μοναδιαίας βηματικής συνάρτησης, έχουμε: 
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Αναπτύσσοντας σε μερικά κλάσματα, δίνει 
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Τα ci υπολογίζονται με τον γνωστό τρόπο ως, 
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Αντικαθιστώντας τα si παίρνουμε, 
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Τελικά, αντιστρέφοντας, 
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Η απόκριση περιλαμβάνει δύο φθίνουσες εκθετικές συναρτήσεις με χρονικές σταθε-
ρές Τ1 και Τ2.  Όταν το ζ είναι σημαντικά μεγαλύτερο του 1, η μία εκθετική συνάρ-
τηση φθίνει πολύ ταχύτερα από την άλλη, επομένως ο όρος που αντιστοιχεί στη μι-
κρότερη χρονική σταθερά  μπορεί να αμεληθεί.   Με την απαλοιφή του εκθετικού 
όρου που φθίνει ταχύτερα, η απόκριση είναι όμοια με εκείνη ενός συστήματος πρώ-
της τάξης. 

3) Ειδικές περιπτώσεις:  A. Κρίσιμη απόσβεση (ζ1) 

Στη περίπτωση αυτή οι δύο πόλοι της συνάρτησης μεταφοράς είναι πραγματικοί και 
ίσοι, 

s1   s2   ωn  

Για είσοδο R(s)1/s, προκύπτει 
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Από το Παράδειγμα 1.2, 

 teteety n
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n
t nnn ωω ωωω   111)(  

Η συνάρτηση αυτή είναι εκθετικής μορφής με όριο το 1 (αν φυσικά ωn>0). 

Β. Μηδενική απόσβεση (ζ0).  Στη περίπτωση αυτή οι ρίζες της χαρακτηριστικής ε-
ξίσωσης είναι φανταστικές, 

njs ω2,1  

και η απόκριση σε είσοδο μοναδιαίας βηματικής συνάρτησης προκύπτει από την 
(4.7), αν θέσουμε ζ0, οπότε ωdωn  και θ90°: 

tty nωσυν1)(   

Η λύση είναι λοιπόν μία συνημιτονοειδής συνάρτηση χωρίς απόσβεση. 

Από την μορφή των λύσεων προκύπτει και η φυσική σημασία των χρησιμοποιουμέ-
νων παραμέτρων: 

 ωn: φυσική συχνότητα (χωρίς απόσβεση).  Είναι η συχνότητα ταλάντωσης της 
απόκρισης όταν ο λόγος απόσβεσης ζ0. 

 ζ: λόγος απόσβεσης. Είναι ο λόγος της σταθεράς απόσβεσης ζωn και της σταθε-
ράς απόσβεσης για κρίσιμες διαδικασίες (δηλαδή ζ1 που δίνει σα  ωn). 

Χαρακτηριστικές καμπύλες όλων των περιπτώσεων που εξετάστηκαν δίνονται στο 
Σχ. 3.4. 
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Σχήμα  3.4  Καμπύλες χρονικής απόκρισης της τυπικής διαδικασίας δευτέρας τάξης σε είσοδο μοναδιαίας 
βηματικής συνάρτησης (ωn 4).  

3.3 Σχεδιαστικά κριτήρια χρονικής απόκρισης συστημάτων 

Η χρονική απόκριση των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου συνήθως χωρίζεται σε δύο 
μέρη: την μεταβατική απόκριση και την απόκριση σταθεράς κατάστασης.  Έτσι, 

)()()( tytyty sst   

Με τον όρο μεταβατική απόκριση, και όσον αφορά στα συστήματα αυτομάτου ελέγ-
χου, εννοείται το τμήμα της απόκρισης που τείνει στο μηδέν όταν ο χρόνος είναι πο-
λύ μεγάλος.  Δηλαδή, 

0)(ορ 


tyt
t

 

Σε αντιδιαστολή η απόκριση σταθεράς κατάστασης μπορεί να ορισθεί σαν το τμήμα 
που απομένει όταν η μεταβατική απόκριση έχει μηδενισθεί. 

Συχνά η επιθυμητή συμπεριφορά ενός συστήματος ελέγχου περιγράφεται από χαρα-
κτηριστικές παραμέτρους της χρονικής απόκρισης (στην μεταβατική και σταθερά 
κατάσταση) σε είσοδο μοναδιαίας βαθμίδας.  Με τη γνώση αυτής της απόκρισης 
μπορούν να εξαχθούν συμπεράσματα για την συμπεριφορά σε οποιαδήποτε είσοδο.  
Οι πιο ενδιαφέρουσες παράμετροι θα αναφερθούν στην συνέχεια και, στην περίπτω-
ση διαδικασιών δευτέρας τάξης, θα συσχετισθούν με τις παραμέτρους ζ και ωn της 
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συνάρτησης μεταφοράς.  Υπενθυμίζεται ότι τα συμπεράσματα για τις διαδικασίες 
δευτέρας τάξης επεκτείνονται, κάτω από ορισμένες προϋποθέσεις και σε διαδικασίες 
υψηλοτέρων τάξεων. 

3.3.1 Παράμετροι μεταβατικής απόκρισης 

Για την κατανόηση των παραμέτρων αυτών θα αναφερόμαστε στο Σχ. 3.5, που δεί-
χνει μία τυπική απόκριση ενός συστήματος αυθαίρετης τάξης με υποαπόσβεση. 
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Σχήμα 3.5  Καμπύλη απόκρισης διαδικασίας δευτέρας τάξης σε είσοδο μοναδιαίας βαθμίδας 

1. Χρόνος ανύψωσης (tr):  Είναι ο χρόνος που απαιτείται για να ανέλθει η απόκρι-
ση από το 10% στο 90% της τελικής της τιμής (άλλα συνήθη όρια είναι από 5% σε 
95% ή από 0% σε 100%).  Είναι φανερό ότι είναι επιθυμητό να είναι όσο πιο μικρός 
γίνεται. 

Για την διαδικασία δευτέρας τάξης, ο χρόνος ανύψωσης βρίσκεται αναλυτικά αν 
στην (3.6) θέσουμε y(tr)1.  Έτσι, 
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Επειδή,  0 rnte ζω , 
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Συνεπώς, ο χρόνος ανύψωσης είναι, 
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(βασικά η μικρότερη τιμή για την οποία ισχύει αυτή η σχέση).  Από την σχέση αυτή 
είναι φανερό ότι όσο μεγαλύτερη είναι η ωn τόσο μικρότερος είναι ο χρόνος ανύψω-
σης.  Η επίδραση του ζ είναι μικρότερη αφού το τοξεφ( ) κυμαίνεται μεταξύ π/2 και π 
για 0<ζ<1.  Η γραφική παράσταση της σχέσης αυτής φαίνεται στο Σχ. 3.6.  Πάντως, 
μία γραμμική προσέγγιση δίνει, 

n
rt ω

ζ5,28,0 
  

 

Σχήμα 3.6  Κανονικοποιημένος χρόνος ανύψωσης συναρτήσει του ζ και (γραμμική) προσέγγιση του 

Για πρακτικούς λόγους πάντως, και για τιμές του ζ που χρησιμοποιούνται συνήθως 
(γύρω στο 0,7), 
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n

rt 
8,1

  (3.8)

2. Μεγίστη (ποσοστιαία) υπερύψωση (Mp):  Είναι η τιμή της μεγίστης κορυφής της 
καμπύλης απόκρισης, μετρούμενη από τη μονάδα. Όταν η τελική τιμή της μόνιμης 
κατάστασης της απόκρισης διαφέρει από την μονάδα, ο συνήθης ορισμός είναι: 

%
)(

)()(






y

yty
Μ p

p  

Το μέγεθος της μεγίστης ποσοστιαίας υπερύψωσης είναι μία απ’ ευθείας ένδειξη της 
σχετικής ευστάθειας του συστήματος. Είναι επιθυμητό να είναι όσο γίνεται μικρότε-
ρη. Για παράδειγμα στον έλεγχο μιας ακτίνας ραδιοϊσοτόπων, η οποία μπορεί να 
προξενήσει σοβαρές σωματικές βλάβες αν προσπέσει σε υγιή ιστό μακριά από τον 
στόχο της, λόγω υπερβολικής υπερακόντισης του σερβομηχανισμού θέσης της ραδιε-
νεργού δέσμης. 

Για την διαδικασία δευτέρας τάξης, η αναλυτική της έκφραση βρίσκεται από την 
(3.6) παρατηρώντας ότι στο σημείο αυτό η παράγωγος της y(t) μηδενίζεται.  Έτσι, 
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Αυτό συμβαίνει για 0ημ tdω  που σημαίνει, 
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  (3.9)

Αντικαθιστώντας την χρονική στιγμή στην (3.6), δίνει, 
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Έτσι, 
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 (3.10)

Η συνάρτηση Μp(ζ) και η γραμμική της προσέγγιση φαίνονται στο Σχ. 3.7.  Προφα-
νώς αυξανομένου του ζ μειώνεται η υπερύψωση. 

 

Σχήμα 3.7  Μέγιστη υπερύψωση συναρτήσει του ζ και η γραμμική της προσέγγιση 

3. Χρόνος αποκατάστασης (ts):  Είναι ο χρόνος που απαιτείται μέχρι να φθάσει και 
να παραμείνει η καμπύλη απόκρισης μέσα σε ορισμένα όρια γύρω από την τελική 
τιμή. Το μέγεθος των ορίων εκφράζεται ως απόλυτο ποσοστό της τελικής τιμής (συ-
νήθως ±5% ή ±2%). Το ποσοστιαίο κριτήριο σφάλματος υιοθετείται με βάση τους 
αντικειμενικούς σκοπούς σχεδίασης του συστήματος.  Όσο μικρότερος είναι ο χρό-
νος αυτός τόσο το καλύτερο. 

Για την διαδικασία δευτέρας τάξης και στις περιπτώσεις που ενδιαφέρουν (0<ζ<1), 
η χρονική απόκριση είναι, 
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Δηλαδή η απόκλιση της απόκρισης από το 1 (τελική τιμή) είναι το γινόμενο ενός εκ-
θετικού και ενός ημιτονοειδούς όρου.  Το μέτρο της απόκλισης εξαρτάται ουσιαστι-
κά από τον εκθετικό όρο, ο ρυθμός μείωσης του οποίου εξαρτάται από το ζωn.  Η 
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ακριβής σχέση μεταξύ ζ και ts για σταθερό ωn δίνεται στο Σχ. 3.8 όπου φαίνεται ότι 
υπάρχoυν ασυνέχειες στη γραφική παράσταση.  Αν δεν απαιτείται μεγάλη ακρίβεια 
μπορούμε προσεγγιστικά να πούμε ότι για ζώνη ανοχής 2%, ισχύει, 

 
n

s
t te sn


 4

02,0   (3.11)

Αντίστοιχα για ζώνη ανοχής 5%, nst ζω3 .  Πάντως οι δύο αυτές σχέσεις είναι λίγο 

αποπροσανατολιστικές καθώς δίνουν την εντύπωση μονότονης σχέσης ζ και ts. 

 

Σχήμα 3.8  Χρόνος αποκατάστασης συναρτήσει του ζ (με καμπύλη προσέγγισης) 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα, συμπεραίνεται ότι για την ικανοποίηση 
των προδιαγραφών μεταβατικής απόκρισης σε συστήματα δευτέρας τάξης, δεν μπο-
ρούμε να επιλέξουμε αυτόνομα τον λόγο απόσβεσης ζ για να ικανοποιηθούν οι απαι-
τήσεις της μέγιστης υπερύψωσης και του χρόνου αποκατάστασης καθώς οι σχέσεις 
τους είναι αντίστροφες.  Πάντως, τιμές του ζ μεταξύ 0,5 και 0,8 θεωρούνται αποδε-
κτές για καλή συμπεριφορά.  Πρέπει όμως να τονισθεί ότι οι θεωρητικές τιμές δεν 
είναι πάντα πρακτικά υλοποιήσιμες λόγω φυσικών περιορισμών στο υπό εξέταση 
σύστημα.  Στις περιπτώσεις αυτές πρέπει να χρησιμοποιηθούν άλλες τεχνικές, που θα 
εξετασθούν στην συνέχεια.  Ο επόμενος πίνακας συνοψίζει τα σχετικά αποτελέσματα 
αυτής της παραγράφου. 
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Πίνακας  3.1  Σύνοψη απαιτήσεων μεταβατικής απόκρισης για συστήματα δευτέρας τάξης. 

Μεταβλητή απόκρισης 
Παράμετρος συνάρτησης μετα-

φοράς 
Προσεγγιστικός τύπος 

rt   ζωn  nω

ζ5,28,0 
  

pM  ζ  
6,00  , 

6,0
1  ζ

ζ
 

st  μη γραμμική σχέση, 

βέλτιστο για ζ≈0,7 
44


n

 

 

3.3.1.1 Συσχέτιση της θέσης των ριζών της χαρακτηριστικής εξίσωσης στο 
επίπεδο s και της μορφής της χρονικής απόκρισης. 

Αν κρίνουμε από την αναλυτική έκφραση της χρονικής απόκρισης των διαδικασιών 
δευτέρας τάξης σε είσοδο μοναδιαίας βηματικής συνάρτησης, θα συμπεράνουμε ότι 
η προσέγγιση αυτή δεν θα βοηθήσει στην εξαγωγή γρήγορων συμπερασμάτων για 
την μορφή της απόκρισης διαδικασιών υψηλότερων τάξεων, όπου τα πράγματα θα 
είναι πολύ πιο πολύπλοκα.  Ευτυχώς, στην θεωρία σχεδίασης συστημάτων αυτομά-
του ελέγχου, έχουν αναπτυχθεί τεχνικές που δεν απαιτούν την αναλυτική γνώση της 
χρονικής απόκρισης.  Στις τεχνικές αυτές, κυρίαρχο ρόλο παίζει η θέση των πόλων 
(ριζών της χαρακτηριστικής εξίσωσης) του συστήματος στο sεπίπεδο. 

Ξεκινώντας από τις ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης για την διαδικασία δευτέρας 
τάξης, 

d

nn
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js

ωσ
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παρατηρούμε ότι με απλή γεωμετρία, προκύπτουν οι σχέσεις που φαίνονται στο Σχ. 
3.9. 
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Σχήμα 3.9  Σχέση μεταξύ πόλων και ζ, ωn, ωd και σα 

Είναι λοιπόν φανερό ότι μπορούμε να μεταφράσουμε τις απαιτήσεις της χρονικής 
απόκρισης (ευστάθεια, μέγιστη υπερύψωση κλπ.) σε περιοχές του επιπέδου s.  Κατ’ 
αρχήν, η απαίτηση της ευστάθειας περιορίζει την αποδεκτή περιοχή στο αριστερό 
ημιεπίπεδο.  Στην συνέχεια, οι απαιτήσεις της μεταβατικής απόκρισης θα είναι της 
μορφής, 

rrsspp ttttMM  ,,  

Οι απαιτήσεις αυτές μεταφράζονται σε απαιτήσεις στα ζ, ωn και σα.  Δηλαδή, στην 
γενική περίπτωση θα έχουμε, 

αα σσωωζζ 
11

,,1 nn  

Με βάση το Σχ. 3.9, οι ανισότητες αυτές ορίζουν περιοχές στο επίπεδο s, που φαίνο-
νται στα Σχ. 3.10 (μη σκιασμένοι χώροι).  Επομένως, όλη η προσπάθεια σχεδιασμού  
καταλήγει στο να επιλέξουμε τον κατάλληλο τρόπο με τον οποίο θα μετακινηθούν οι 
πόλοι της αρχικής συνάρτησης μεταφοράς (αν δεν είναι ήδη στην σωστή θέση) σε 
αποδεκτή περιοχή με βάση τις προδιαγραφές σχεδίασης. 
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Σχήμα 3.10  Αποδεκτές περιοχές πόλων βάσει προδιαγραφών χρονικής απόκρισης. 

Παράδειγμα 3.2  Στο Σχ. 3.11 φαίνονται το λειτουργικό και δομικό διάγραμμα ενός 
συστήματος ελέγχου στάθμης υγρού.  Να υπολογισθούν οι παράμετροι Κ και Τ εάν 
το ποσοστό υπερύψωσης είναι 25,4% για tp3 όταν η είσοδος του συστήματος είναι 
η μοναδιαία βηματική διέγερση. 
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Σχήμα 3.11  Σύστημα ελέγχου στάθμης υγρού 

Λύση:  Από την (3.10), 
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Εφόσον η μέγιστη υπερύψωση συμβαίνει σε χρόνο 3s, από την (3.9), 
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Η συνάρτηση μεταφοράς του ανοικτού συστήματος είναι, 
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ενώ του κλειστού, 
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Αντιστοιχώντας τους όρους, έχουμε, 
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3.3.2 Ευστάθεια 

Η έννοια της ευστάθειας μπορεί να υποδιαιρεθεί σε δύο κατηγορίες: την απόλυτη 
ευστάθεια και την σχετική ευστάθεια.  Η σχετική ευστάθεια αναφέρεται σε χαρα-
κτηριστικές παραμέτρους της μεταβατικής απόκρισης όπως είναι η μέγιστη υπερύ-
ψωση και ο λόγος απόσβεσης.  Στην συνέχεια όταν αναφέρουμε τον όρο ευστάθεια 
θα εννοείται η απόλυτη ευστάθεια. 

Υπάρχουν αρκετοί ορισμοί για την ευστάθεια των συστημάτων ελέγχου.  Για γραμ-
μικά, χρονικά αμετάβλητα συστήματα, ο πιο χρήσιμος ορισμός είναι αυτός της 
φραγμένης εισόδουφραγμένης εξόδου (bounded inputbounded output, BIBO): 

Αν r(t), y(t) είναι η είσοδος και η έξοδος αντίστοιχα ενός συστήματος, τότε, 

00  ;)( ;)( ttMtyttNtr   

Αποδεικνύεται (και ήδη είδαμε την περίπτωση της διαδικασίας δευτέρας τάξης) ότι 
για να είναι ένα σύστημα ευσταθές πρέπει οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης να 
βρίσκονται στο αριστερό ημιεπίπεδο s, δηλαδή, 

0)Re(  ασs  

Είναι προφανές, ότι ένα καλοσχεδιασμένο σύστημα δεν μπορεί παρά να είναι ευστα-
θές.  Εφόσον για την εξακρίβωση της ιδιότητας αυτής, είναι απαραίτητη η γνώση των 
τιμών των ριζών της χαρακτηριστικής εξίσωσης, απαιτείται μία απλή μέθοδος για τον 
έλεγχο αυτό.  Βέβαια, σήμερα που η υπολογιστική δύναμη είναι φθηνή, γρήγορες και 
ακριβείς αριθμητικές μέθοδοι μπορούν να χρησιμοποιηθούν για το πρόβλημα αυτό.  
Σε εποχές που οι υπολογισμοί έπρεπε να γίνουν με το χέρι εχρησιμοποιούντο πιο 
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πρακτικές μέθοδοι: 

 Η μέθοδος RouthHurwitz.  Έγκειται στην διατύπωση συνθηκών μεταξύ των 
συντελεστών του χαρακτηριστικού πολυωνύμου, που επιτρέπουν την εξαγωγή 
συμπεράσματος για την ευστάθεια χωρίς την εύρεση των ριζών.  Για παράδειγ-
μα, μία αναγκαία αλλά όχι ικανή συνθήκη για να έχει το πολυώνυμο, 

n
nn asassa   ...)( 1

1  

 ρίζες με αρνητικά πραγματικά μέρη, είναι ai>0. 

 Η γραφική παράσταση του γεωμετρικού τόπου των ριζών (γ.τ.ρ.).  Χρησιμο-
ποιώντας ένα σύνολο σχετικά εύχρηστων κανόνων, είναι δυνατό να σχεδιασθεί 
στο επίπεδο s η μεταβολή των ριζών της χαρακτηριστικής εξίσωσης καθώς με-
ταβάλλεται κάποια παράμετρος του συστήματος.  Ο γ.τ.ρ. κατασκευάζεται με 
γνώση της συνάρτησης μεταφοράς G(s) του ανοικτού συστήματος.  Αν το σχή-
μα παραμένει εντός των ορίων του αριστερού ημιεπιπέδου, το σύστημα είναι 
ευσταθές για όλες τις τιμές της παραμέτρου (σπάνιο).  Σε διαφορετική περίπτω-
ση, επιλέγονται οι τιμές της παραμέτρου που διατηρούν το σύστημα ευσταθές.  
Η ευρεία χρήση σχεδιαστικών πακέτων για προσωπικούς υπολογιστές, όπως π.χ. 
το MATLAB κάνει την μέθοδο αυτή αρκετά ελκυστική. 

Ας δούμε ένα απλό παράδειγμα, για την κατανόηση του γεωμετρικού τόπου των ρι-
ζών.  Για το σύστημα του Σχ. 3.12 η συνάρτηση μεταφοράς του κλειστού συστήμα-
τος είναι, 

Kss
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ss

K
ss
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Σχήμα 3.12  

Ο γ.τ.ρ. του συστήματος αυτού προκύπτει από την εξέταση των ριζών του παρανο-
μαστή της συνάρτησης μεταφοράς (δηλαδή των πόλων) καθώς μεταβάλλεται το Κ.  
Σ' αυτή την απλή περίπτωση μπορούμε εύκολα να σχεδιάσουμε τον γ.τ.ρ., αφού μπο-
ρούμε να εκφράσουμε τους πόλους αναλυτικά συναρτήσει του Κ: 
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2

41

2

1
2,1

K
s


  

Μεταβάλλοντας το Κ από 0 έως άπειρο προκύπτει ο γ.τ.ρ. του Σχ. 3.13. 

 

0

ωi

σ-1

 

Σχήμα 3.13  Γεωμετρικός τόπος ριζών για το σύστημα του Σχ. 3.12. 

Είναι φανερό ότι για διαδικασίες υψηλοτέρων τάξεων δεν μπορούμε να ακολουθή-
σουμε αναλυτικές μεθόδους, εξ ου και η ανάγκη για υπολογιστή.  Αυτό που είναι 
σημαντικό είναι να μπορούμε να ερμηνεύουμε τα αποτελέσματα του υπολογιστή.  
Για το λόγο αυτό πρέπει να έχουμε υπόψη μας τα εξής: 

 Ο γ.τ.ρ. είναι ο τόπος των λύσεων της εξίσωσης 1+ΚG(s)0 καθώς μεταβάλλε-
ται το Κ.  Επειδή το s είναι μιγαδικός, αυτό μεταξύ άλλων σημαίνει ότι, 

  180)(,1)( sKGsKG  (3.12)

Η σχέση αυτή θα χρησιμεύσει αργότερα στην σχεδίαση ελεγκτών. 

 Εάν ο γ.τ.ρ. παραμένει στο αριστερό ημιεπίπεδο τότε το σύστημα είναι ευσταθές 
για κάθε Κ, αν όχι τότε η τιμή Κmax, πέρα της οποίας το σύστημα αποσταθερο-
ποιείται, πρέπει να βρεθεί. 

3.3.3 Σφάλμα σταθερής κατάστασης 

Η απόδοση ενός συστήματος αυτομάτου ελέγχου κρίνεται εκτός από τα χαρακτηρι-
στικά της μεταβατικής του απόκρισης, και από το σφάλμα σταθερής κατάστασης ό-
ταν καλείται να ακολουθήσει μία συγκεκριμένη είσοδο (συμπεριφορά). Η ακρίβεια 
σταθερής κατάστασης συνήθως ταξινομείται ανάλογα με το σφάλμα σταθερής κατά-
στασης όταν οι είσοδοι είναι πολυωνυμικές συναρτήσεις του χρόνου (βηματικές, α-
ναρρίχησης, παραβολικές κλπ.).  Το μέγεθος της ακρίβειας που απαιτείται εξαρτάται 
από την συγκεκριμένη εφαρμογή, αλλά πρέπει να τονισθεί ότι αν και θεωρητικά 
μπορεί το σφάλμα σταθερής κατάστασης να εξαλειφθεί με την χρήση κατάλληλου 
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ελέγχου, πρακτικά αυτό δεν είναι υλοποιήσιμο λόγω της ατέλειας των χρησιμοποι-
ουμένων μοντέλων.   

Αναφερόμενοι στο τυπικό δομικό διάγραμμα του Σχ. 3.14, το σήμα σφάλματος ορί-
ζεται απλά σαν, 

 e(t)=r(t)−y(t) 
(3.13)

ή παίρνοντας Laplace, 
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όπου, H(s) είναι η συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος, 
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και, 
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Σχήμα 3.14  Δομικό διάγραμμα για την εύρεση του σφάλματος σταθερής κατάστασης 

Στη συνέχεια μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα της τελικής τιμής αν, 

1. Η E(s) έχει πόλους στο αριστερό ημιεπίπεδο ή στο μηδέν και, 

2. Η H(s) είναι ευσταθής, δηλαδή έχει πόλους μόνο στο αριστερό ημιεπίπεδο.   



© Α. Πουλιέζος© Α. Πουλιέζος

Α. Πουλιέζος ΣΑΕ Ι: Συστήματα μίας εισόδου-μίας εξόδου

 

58 

Τότε5, 

 
)()(ορ)(ορ

0
sGssRte e

st 
  (3.14)

Έτσι μπορούμε να βρούμε το σφάλμα σταθερής κατάστασης, χωρίς να χρειαστεί να 
επιλύσουμε για την χρονική απόκριση, όπως υπαινίσσεται η (3.13).  Όμως, αν η τε-
λική τιμή δεν είναι αρκετή για την πιστοποίηση της ποιότητας του συστήματος, και 
απαιτείται γνώση και της μεταβατικής απόκρισης του σφάλματος, τότε πρέπει να 
χρησιμοποιήσουμε άλλη τεχνική  γνωστή ως γενικευμένη θεώρηση των σφαλμάτων. 

Πριν προχωρήσουμε είναι απαραίτητος ένας σχετικός ορισμός: 

 Ο τύπος ενός συστήματος είναι ο μέγιστος βαθμός k μιας πολυωνυμικής εισό-
δου που μπορεί να ακολουθήσει το σύστημα με πεπερασμένο, μη μηδενικό 
σφάλμα σταθεράς κατάστασης. 

Για την συνέχεια ας απλοποιήσουμε κατ’ αρχήν τα πράγματα, υποθέτοντας F(s)1 
(μοναδιαία ανάδραση), και θέτοντας )()()( sGsGsG pc , οπότε, 
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Η συνάρτηση G(s) μπορεί να γραφτεί γενικά σαν, 
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Ο λόγος που η G(s) γράφεται έτσι είναι ότι 1)(ορ
0




sG
s
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1. Aς λάβουμε R(s)M/s, δηλαδή βηματική είσοδο εύρους M.  Η (3.14) γίνεται, 
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 (3.15)

                                                 

5 Είναι δυνατό το όριο να είναι πεπερασμένο, αλλά οι συνθήκες (1), (2) να μην ικανοποιούνται.  Σ’ αυτή τη 
περίπτωση το αποτέλεσμα του ορίου δεν έχει νόημα.  
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Το πρώτο αυτό αποτέλεσμα, δίνει αφορμή για κάποιους περαιτέρω ορισμούς: 

 Στην συγκεκριμένη περίπτωση το e  ονομάζεται σφάλμα θέσης. 

 H σταθερά σφάλματος θέσης ορίζεται ως , 

 
0 αν  

0 αν  
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p  (3.16)

(υπενθυμίζεται ότι έχει υποτεθεί F(s)1, διαφορετικά σαν συνάρτηση μεταφοράς του 
ανοιχτού βρόχου θα πρέπει να τεθεί η G(s)F(s)). 

Χρησιμοποιώντας τις (3.15), (3.16) παίρνουμε, 

 pK

M
e
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 (3.17)

2. Έστω, R(s)W/s2, δηλαδή η είσοδος είναι αναρρίχηση με κλίση ανάλογη του 
W.  Αντίστοιχες πράξεις δίνουν, 
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 Στην συγκεκριμένη περίπτωση το e  ονομάζεται σφάλμα ταχύτητας. 

 H σταθερά σφάλματος ταχύτητας ορίζεται ως , 
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v  (3.19)

Χρησιμοποιώντας τις (3.18), (3.19) παίρνουμε, 

               

 vK

W
e   (3.20)

Η διαδικασία αυτή μπορεί να γενικευθεί για αυθαίρετο βαθμό πολυωνύμου.  Επίσης, 
αν η είσοδος είναι άθροισμα πολυωνυμικών όρων, το συνολικό σφάλμα είναι το ά-
θροισμα των επιμέρους σφαλμάτων.  Τα παραπάνω ευρήματα οδηγούν στην διατύ-
πωση του ακόλουθου κανόνα: 

 Ένα σύστημα μοναδιαίας ανάδρασης ακολουθεί μία πολυωνυμική είσοδο k 
βαθμού με πεπερασμένο σφάλμα σταθερής κατάστασης αν η συνάρτηση μετα-
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φοράς ανοικτού βρόχου G(s) έχει k πόλους στο μηδέν (είναι δηλαδή το σύστημα 
τύπου k).  Κατ’ επέκταση έχει μηδενικό σφάλμα αν έχει k+1 πόλους στο μηδέν 
(τύπου k+1). 

(Η υπογράμμιση είναι σημαντική). 

3.3.4 Μέγεθος ελέγχου 

Σε πραγματικά συστήματα σημαντικό ρόλο παίζει και το μέγεθος του σήματος ελέγ-
χου u(t).  Σε κάθε περίπτωση δεν πρέπει να υπερβαίνεται το μέγιστο επιτρεπόμενο 
όριο που καθορίζεται από τη κάθε εφαρμογή, ενώ στις περισσότερες περιπτώσεις 
ενδιαφέρει και να εξοικονομηθεί ενέργεια.  Στα πλαίσια των σημειώσεων αυτών, το 
πρόβλημα του μεγέθους του σήματος ελέγχου δεν μπορεί να αντιμετωπισθεί αναλυ-
τικά (όπως κάνει για παράδειγμα η θεωρία του Βέλτιστου Ελέγχου) αλλά είναι χρή-
σιμο να παρακολουθούμε τη πορεία του και να κάνουμε τις κατάλληλες παρεμβάσεις 
αν είναι εκτός προδιαγραφών. 

Από το Σχ. 3.15, η συνάρτηση μεταφοράς εισόδου αναφοράς/σήματος ελέγχου είναι, 

UR(s)=Gc(s)E(s)=Gc(s)[R(s)-Y(s)]=Gc(s)[R(s)-Gp(s)U(s)] 

UR(s)=
)()(1

)(

sGsG

sG

pc

c


R(s) 

ενώ η συνάρτηση μεταφοράς διαταραχής/σήματος ελέγχου είναι, 

UD(s)=Gc(s)E(s)=-Gc(s)Y(s)=-Gc(s)[Gp(s)(D(s)+UD(s))] 

UD(s)=
)()(1

)()(

sGsG

sGsG

pc

pc


 D(s) 

(παρατηρήστε ότι η διαταραχή έχει εφαρμοστεί στην είσοδο της εγκατάστασης και 
όχι στην έξοδο της όπως στο Σχ. 2.5).   

Επομένως το σήμα ελέγχου διαμορφώνεται από το άθροισμα των δύο αυτών συναρ-
τήσεων μεταφοράς, 

U(s)=UR(s)+UD(s)=
)()(1
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Y(s) 

Gp(s)Gc(s) 
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U(s)Ε(s) 

D(s)

 

Σχήμα 3.15  Δομικό διάγραμμα για την εύρεση του σήματος ελέγχου 

3.4 Συστήματα υψηλοτέρων τάξεων 

Όπως θα δούμε στη συνέχεια, η μέχρι τώρα ανάλυση ισχύει ακριβώς για συστήματα 
1ης και 2ας τάξης και προσεγγιστικά για συστήματα υψηλότερων τάξεων που έχουν 
ένα ζευγάρι κυρίαρχων φανταστικών πόλων.  Σε αντίθετη περίπτωση χρήσιμη είναι η 
γνώση της επίδρασης που έχει στο σύστημα, η πρόσθεση ενός επιπλέον πόλου ή μη-
δενικού στη συνάρτηση μεταφοράς του απευθείας βρόχου. 

3.4.1 Προσθήκη μηδενικών στην συνάρτηση μεταφοράς του απευ-
θείας βρόχου 

Ας υποθέσουμε ότι προσθέτουμε ένα μηδενικό στη συνάρτηση μεταφοράς του ευθέ-
ως βρόχου στην θέση z1=–1/τz, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.16. 
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Σχήμα 3.16  Επιπλέον μηδενικό στη συνάρτηση μεταφοράς ευθέως βρόχου 

(Ο λόγος που η συνάρτηση μεταφοράς του επιπλέον μηδενικού είναι γραμμένη με 
αυτόν τον τρόπο είναι ότι για τz=0 το σύστημα μεταπίπτει στο αρχικό).  Έτσι η συ-
νάρτηση μεταφοράς του κλειστού βρόχου είναι, 
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Όπως βλέπουμε το μηδενικό εμφανίζεται και στον αριθμητή και στον παρανομαστή 
της συνάρτησης μεταφοράς.  H επίδρασή του στην συνολική χρονική απόκριση είναι 
επομένως συνάρτηση και των δύο αυτών αλλαγών.  Για την καλύτερη κατανόηση της 
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επίδρασης ας δούμε ένα παράδειγμα. 

Παράδειγμα 3.3  Έστω μία διαδικασία με συνάρτηση μεταφοράς ευθέως βρόχου, 
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με πόλους στο -1±2j .  Η προσθήκη του μηδενικού την μεταβάλλει σε, 
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Στο Σχ. 3.17 φαίνεται η χρονική απόκριση σε είσοδο μοναδιαίας βαθμίδας για διά-
φορες τιμές του z1 (το –inf αντιστοιχεί στο αρχικό σύστημα, χωρίς μηδενικά). 

 

Σχήμα 3.17  Επίδραση μηδενικών ευθέως βρόχου στην χρονική απόκριση του κλειστού συστήματος 

Όπως βλέπουμε από τα γραφήματα, το σύστημα έχει μικτή συμπεριφορά: αν το μη-
δενικό βρίσκεται αριστερά από τους πόλους του συστήματος (Re(z)<-1), υπάρχει 
βελτίωση σε όλες τις παραμέτρους (χρόνο ανύψωσης, μέγιστη υπερύψωση, χρόνο 
αποκατάστασης).  Αν το μηδενικό βρίσκεται δεξιότερα των πόλων (Re(z)>-1) ο μεν 
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χρόνος ανύψωσης μικραίνει αλλά η μέγιστη υπερύψωση και ο χρόνος αποκατάστα-
σης επιδεινώνονται.  Οι αντίστοιχοι γεωμετρικοί τόποι των ριζών του Σχ. 3.18 δεί-
χνουν επίσης πως το τροποποιημένο σύστημα  έχει καλύτερη δυναμική συμπεριφορά 
καθώς οι πόλοι έχουν μετατοπισθεί αριστερότερα, με αποτέλεσμα την βελτίωση της 
«σχετικής ευστάθειας». 

 

 

  

Α. Σύστημα 2ας τάξης Β. Σύστημα 2ας τάξης με επιπλέον 
μηδενικό αριστερά 

Γ. Σύστημα 2ας τάξης με επιπλέον 
μηδενικό δεξιά 

Σχήμα 3.18  Αποδεκτές περιοχές πόλων βάσει προδιαγραφών χρονικής απόκρισης. 

Σαν συμπέρασμα προκύπτει ότι: 

 Επιπλέον μηδενικά στην συνάρτηση μεταφοράς ανοικτού βρόχου βελτιώνουν 
την σχετική ευστάθεια, μειώνουν τον χρόνο ανύψωσης και για κατάλληλες τιμές 
μειώνουν και τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά (μέγιστη υπερύψωση, χρόνος απο-
κατάστασης). 

3.4.2 Προσθήκη πόλων στην συνάρτηση μεταφοράς του απευθείας 
βρόχου 

Ας υποθέσουμε στη συνέχεια ότι προσθέτουμε ένα πόλο στη συνάρτηση μεταφοράς 
του ευθέως βρόχου στην θέση p1=–1/τp , όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.19. 
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Σχήμα 3.19  Επιπλέον πόλος στη συνάρτηση μεταφοράς ευθέως βρόχου. 

Έτσι η συνάρτηση μεταφοράς του κλειστού βρόχου γίνεται, 
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Όπως βλέπουμε η τάξη του συστήματος αυξήθηκε και οι πόλοι μετακινήθηκαν.  Ας 
δούμε το προηγούμενο παράδειγμα ξανά. 

Παράδειγμα 3.4  Η διαδικασία ευθέως βρόχου είναι ξανά η, 
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ενώ η συνάρτηση μεταφοράς του κλειστού βρόχου μετά την προσθήκη του πόλου 
γίνεται, 

5)25.2()12(

5.2

)(
)1(

1
1

)(
)1(

1

)( 23 








ssssG
s

sG
s

sH
ppp

p

p
p 




 

Στο Σχ. 3.20 φαίνεται η χρονική απόκριση σε είσοδο μοναδιαίας βαθμίδας για διά-
φορες τιμές του p1.  

 
Σχήμα 3.20  Επίδραση πόλων ευθέως βρόχου στην χρονική απόκριση του κλειστού συστήματος. 

Όπως φαίνεται η επίδραση είναι πάλι διαφορετική ανάλογα με τη θέση του επιπλέον 
πόλου.  Αν είναι αριστερά των πόλων του συστήματος, όλες οι παράμετροι είναι επι-
δεινωμένες, ενώ αν είναι δεξιά η μόνο η μέγιστη υπερύψωση βελτιώνεται. 

Οι γεωμετρικοί τόποι των ριζών που φαίνονται στο Σχ. 3.21 μας δίνουν την εξής 
πληροφορία  για την επίδραση του επιπλέον πόλου: η «σχετική ευστάθεια» του συ-
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στήματος επιδεινώνεται αφού η προσθήκη του πόλου μετατοπίζει τους πόλους δεξιό-
τερα, καθιστώντας το σύστημα ευσταθές για συγκεκριμένες μόνο τιμές του κέρδους 
Κ. 

 

 

 

  

Α. Σύστημα 2ας τάξης Β. Σύστημα 2ας τάξης με επιπλέον 
πόλο αριστερά 

Γ. Σύστημα 2ας τάξης με επιπλέον 
πόλο δεξιά 

Σχήμα 3.21  Γεωμετρικοί τόποι ριζών 

Συμπερασματικά, ο επιπλέον πόλος: 

 Επιδεινώνει την σχετική ευστάθεια, τον χρόνο ανύψωσης και τον χρόνο αποκα-
τάστασης, ενώ η μέγιστη υπερύψωση βελτιώνεται αν ο πόλος είναι δεξιότερα 
των πόλων του αρχικού συστήματος. 

3.4.3 Μέθοδος κυρίαρχων πόλων 

Στην Ενότητα 1.3.5 είδαμε την γενική μορφή της συνάρτησης μεταφοράς, 
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(1.26)

Γράφοντας την (1.26) σε μορφή μηδενικώνπόλων, 
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Αν η είσοδος R(s)1/s , τότε, 
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και αντιστρέφοντας, 
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όπου οι συντελεστές ci βρίσκονται με τη μέθοδο των μερικών κλασμάτων.  Επομέ-
νως η χρονική απόκριση αποτελείται από ένα άθροισμα εκθετικών όρων που η μορ-
φή τους αντιστοιχεί στη φύση των πόλων (πραγματικοί, μιγαδικοί, πολλαπλοί).  Η 
ανάλυση τέτοιων συστημάτων για μεγάλα n (>3) είναι δύσκολη.  Υπάρχουν όμως 
περιπτώσεις που μπορούμε να προσεγγίσουμε τέτοια συστήματα με συστήματα δευ-
τέρας τάξης.  Αυτό γίνεται όταν ένα ζευγάρι μιγαδικών πόλων είναι κυρίαρχο, δηλα-
δή η θέση του είναι τέτοια σε σχέση με τους υπόλοιπους πόλους, ώστε η χρονική α-
πόκριση να προσεγγίζεται από την χρονική απόκριση ενός συστήματος δευτέρας τά-
ξης με πόλους το κυρίαρχο ζευγάρι πόλων.  Στο Σχ. 3.22 φαίνονται σχετικές περιοχές 
κυρίαρχων και ασήμαντων πόλων. 

Σχήμα  3.22 Περιοχές κυρίαρχων και ασήμαντων πόλων 

Η ακριβής απόσταση D ποικίλλει ανάλογα με το σύστημα, αλλά μπορούμε να πούμε 
ότι αν το πραγματικό μέρος ενός πόλου είναι 710 φορές του κυρίαρχου, τότε ο πό-
λος μπορεί να θεωρηθεί ασήμαντος όσον αφορά την μεταβατική απόκριση.  Αυτό 
προκύπτει εύκολα αν σκεφθούμε ότι ο χρόνος αποκατάστασης είναι συνάρτηση του 
ζωn, δηλαδή του πραγματικού μέρους των πόλων.  Στο Σχ. 3.23 βλέπουμε τις χρονι-
κές αποκρίσεις των επιμέρους πόλων και την συνολική απόκριση του συστήματος με 
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συνάρτηση μεταφοράς, 
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και πόλους στο {-1±2i}, {-7±2i}, {-10±4i}.  Όπως φαίνεται από τα επιμέρους 
γραφήματα, η απόκριση των ασήμαντων πόλων {-7±2i}, {-10±4i} εξασθενεί αι-
σθητά πιο γρήγορα (0,5 sec.) από αυτή του κυρίαρχου ζεύγους {-1±2i} (5 sec.) η δε 
συνολική απόκριση (4ο γράφημα) προσεγγίζεται αρκετά καλά από αυτή του κυρίαρ-
χου ζεύγους. 
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 Σχήμα 3.23  Απόκριση συστήματος με κυρίαρχους και ασήμαντους πόλους 
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4 Σχεδίαση ελεγκτών 

4.1 Εισαγωγή 

Στο Κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με το κυρίως σώμα της επιστήμης του Αυτομά-
του Ελέγχου, που είναι η σχεδίαση.  Με τον όρο σχεδίαση εννοείται η εύρεση του 
κατάλληλου ελεγκτή για συγκεκριμένη διαδικασία.  Τί σημαίνει κατάλληλος θα το 
δούμε αμέσως.  Πάντως πρέπει να θυμόμαστε ότι ο ελεγκτής που θα βρεθεί θα πρέπει 
να δουλέψει σε πραγματικές συνθήκες και όχι στις ιδανικές συνθήκες του εργαστη-
ρίου μας. 

Η τοποθέτηση ενός ελεγκτή σ' ένα σύστημα αυτομάτου ελέγχου ικανοποιεί τους εξής 
στόχους: 

 Ικανοποίηση προδιαγραφών μεταβατικής χρονικής απόκρισης: μέγιστη υπερύ-
ψωση, χρόνος αποκατάστασης, χρόνος ανύψωσης.  Οι προδιαγραφές αυτές έ-
χουν περιγραφεί στην Ενότητα 3.3.1. 

 Ικανοποίηση προδιαγραφών σταθεράς κατάστασης: ευστάθεια, σφάλμα σταθε-
ράς κατάστασης.  Οι προδιαγραφές αυτές έχουν περιγραφεί στην Ενότητα 3.3.2. 

 Στιβαρότητα: ικανοποίηση των προαναφερθέντων προδιαγραφών σε συνθήκες 
σχετικά διαφορετικές από αυτές που έχουν υποτεθεί για την σχεδίαση του ελε-
γκτή.  Αυτό σημαίνει απόρριψη εξωτερικών διαταραχών, μικρή ευαισθησία σε 
θόρυβο μετρήσεων, μικρή ευαισθησία σε σφάλματα μοντέλου.  Η απαίτηση αυ-
τή δεν λαμβάνεται υπόψη αναλυτικά στην κλασσική θεωρία, αλλά εμπειρικά, 
αφού όπως θα δούμε η χρήση ανατροφοδότησης μεριμνά γι'αυτό. 

Όπως έχει προαναφερθεί, οι ανωτέρω προδιαγραφές αναφέρονται σε συμπεριφορά 
σε συγκεκριμένες εισόδους, συνήθως δε σε είσοδο μοναδιαίας βαθμίδας ή μοναδιαί-
ας αναρρίχησης.  Επομένως αναφερόμαστε ουσιαστικά στην συμπεριφορά της χρο-
νικής απόκρισης.  Πάντως η συμπεριφορά στις εισόδους αυτές, είναι ενδεικτικές και 
για άλλες εισόδους, επειδή μπορούν να προσεγγισθούν από συναρτήσεις βαθμίδας.  
Έτσι, η τακτική αυτή δεν θεωρείται περιοριστική. 

4.2 Ουσιώδη προτερήματα συστημάτων με ανατροφοδότηση 

Ας αρχίσουμε το κομμάτι αυτό λέγοντας ευθύς εξαρχής ότι τα ουσιώδη προτερήματα 
των συστημάτων με ανατροφοδότηση είναι δύο: 

 Μειώνει την ευαισθησία του συστήματος σε μεταβολές ή αβεβαιότητα των τι-
μών των παραμέτρων που βρίσκονται στον ευθύ βρόχο. 

 Μειώνει την επιρροή εξωτερικών διαταραχών. 

Ο λόγος για την βιασύνη αυτή είναι ότι οι δύο αυτοί βασικοί λόγοι μερικές φορές 
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ξεχνιούνται καθώς αναφέρονται μαζί με άλλες επουσιώδεις διαφορές που έχει ένα 
κλειστό από ένα ανοικτό σύστημα (π.χ. σταθεροποίηση).  Όμως ένα ανοικτό σύστη-
μα μπορεί να είναι ευσταθές αλλά ποτέ δεν μπορεί να έχει τις ιδιότητες που προανα-
φέραμε. 

Στην συνέχεια θα δούμε αναλυτικά τις ιδιότητες αυτές και την αιτιολόγηση της υπε-
ροχής των κλειστών συστημάτων.  Για τον λόγο αυτό θα αναφερθούμε στο τυπικό 
δομικό διάγραμμα του Σχ. 2.5 με συνάρτηση μεταφοράς την (3.1). 
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Εξετάζοντας την εξίσωση αυτή βλέπουμε ότι για καλή λειτουργία, η έξοδος πρέπει 
να ακολουθεί την είσοδο παρά την ύπαρξη των όρων D(s), N(s).  Αυτό ουσιαστικά 
σημαίνει, 
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Οι σχέσεις αυτές πρέπει να ικανοποιηθούν με σωστή επιλογή του C(s), δηλαδή του 
ελεγκτή.  Οι δύο πρώτοι όροι είναι συμβατοί, αλλά οι δύο τελευταίοι αθροίζονται 
στην μονάδα, επομένως δεν μπορεί να ικανοποιηθούν ταυτόχρονα.  Αυτό σημαίνει 
ότι υπερβολική  ικανοποίηση των δύο πρώτων όρων (μηδενικό σφάλμα, απόρριψη 
διαταραχών) μπορεί να οδηγήσει σε μη ικανοποιητική λειτουργία λόγω αυξημένης 
ευαισθησίας σε θόρυβο μετρήσεων.  Ο λόγος αυτός έχει οδηγήσει σε αναθεώρηση 
της βασικής κατεύθυνσης σχεδίασης συστημάτων αυτομάτου ελέγχου, της τελευταί-
ας τριακονταετίας, αλλά το θέμα αυτό δεν μπορεί να αναπτυχθεί εδώ. 

Τώρα, κοιτάζοντας το ανοικτό σύστημα του Σχ. 2.4, βλέπουμε ότι η συνάρτηση με-
ταφοράς του είναι, 

Y(s)=C(s)G(s)R(s)+D(s)  

Όπως ήταν αναμενόμενο, η διαταραχή δεν μπορεί να εξουδετερωθεί ότι και αν είναι 
η C(s).  Επομένως, η υπεροχή του κλειστού συστήματος εδώ είναι προφανής.  Στην 
συνέχεια θα δούμε και κάποιες άλλες περιοχές υπεροχής. 
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4.2.1 Ευαισθησία στην μεταβολή παραμέτρων 

Όπως έχουμε επανειλημμένα τονίσει, η λειτουργία ενός υλοποιημένου συστήματος 
αυτομάτου ελέγχου εξαρτάται σε μεγάλο βαθμό από την ακρίβεια του μοντέλου της 
υπό έλεγχο διαδικασίας.  Αυτό γιατί συνήθως η σχεδίαση του ελεγκτή γίνεται σε πε-
ριβάλλον προσομοίωσης του συνολικού συστήματος ελεγκτή/διαδικασίας.  Είναι 
λοιπόν προφανές ότι αν υπάρχει αναντιστοιχία μοντέλου/πραγματικότητας το συνο-
λικό σύστημα δεν θα συμπεριφέρεται όπως αναμενόταν.  Μία από τις πιθανές πηγές 
αναντιστοιχίας είναι και η χρήση εσφαλμένων τιμών για τις παραμέτρους του μοντέ-
λου της διαδικασίας.  Το σφάλμα αυτό μπορεί να προκύψει είτε από εσφαλμένη ε-
κτίμηση είτε από αλλαγή της τιμής της παραμέτρου λόγω βλάβης ή φυσιολογικού 
αιτίου.  Επειδή κάτι τέτοιο είναι αναπόφευκτο, είναι απαραίτητο το σύστημα να σχε-
διασθεί με τέτοιο τρόπο, έτσι ώστε να έχει μικρή ευαισθησία σε τέτοιες αλλαγές, δη-
λαδή η εκτροπή από την αναμενόμενη συμπεριφορά να είναι εντός αποδεκτών ορίων. 

Για την μέτρηση της ευαισθησίας ενός συστήματος αυτομάτου ελέγχου χρησιμοποι-
είται η συνάρτηση ευαισθησίας S, 
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όπου Η είναι συνάρτηση μεταφοράς και p η παράμετρος που ενδιαφέρει.  Στην ουσία 
η συνάρτηση αυτή δίνει το ποσοστό μεταβολής της συνάρτησης μεταφοράς για αντί-
στοιχο ποσοστό μεταβολής της παραμέτρου.  Επομένως, είναι επιθυμητό, 

1H
pS  

Πρέπει πάντως να τονισθεί ότι δεν είναι πάντα εύκολο να εξετάζουμε το θέμα της 
ευαισθησίας αναλυτικά. 

Παράδειγμα 4.1   Έστω το σύστημα του Σχ. 4.1.  Η συνάρτηση μεταφοράς του είναι, 
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Σχήμα 4.1  Δομικό διάγραμμα παραδείγματος 4.1 

Οι ευαισθησίες HH
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A SSS τ,,  βρίσκονται ως εξής: 
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Από τις παραπάνω εξισώσεις είναι φανερό ότι καθώς αυξάνεται η συνολική ενίσχυση 

του συστήματος, που είναι ίση με KAh, οι μεν HH
A SS τ  ,  μειώνονται ενώ η H

hS  πλη-
σιάζει την μονάδα.  Το παράδειγμα αυτό καταδεικνύει την ευαισθησία του συνολικού 
συστήματος στην ακρίβεια του βρόχου ανατροφοδότησης.   

Για να συγκρίνουμε την απόδοση του κλειστού με το αντίστοιχο ανοικτό σύστημα, 
ας υπολογίσουμε την, 
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Το αποτέλεσμα αυτό δείχνει ότι δεν μπορούμε να μειώσουμε την ευαισθησία καθώς 
η ενίσχυση Κ δεν υπεισέρχεται στον τύπο. 

Παράδειγμα  4.2  Έστω, ότι η υπό έλεγχο διαδικασία είναι μία δεξαμενή, όπου όπως 
είδαμε, ΑRt και τAtRt , και At, Rt είναι η επιφάνεια και αντίσταση ροής εξόδου.  Η  
Rt μπορεί να μεταβληθεί λόγω εναπόθεσης αλάτων, ενώ η ενίσχυση h του αισθητήρα 
μπορεί να αλλάξει λόγω βλάβης.  Στο παράδειγμα αυτό τα Α και τ είναι συσχετισμέ-
να.  Ας υποθέσουμε Κ9, At,1, Rt 1, h1 σε κανονική λειτουργία.  Η χρονική από-
κριση είναι, 
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H χρονική απόκριση φαίνεται στο Σχ. 4.2 για διάφορες τιμές των παραμέτρων Rt  και 
h (συγκεκριμένα για διπλάσιες και μισές του κανονικού).  Όπως προβλέπει η θεωρία, 
η ευαισθησία στο h  είναι μεγαλύτερη από ότι στο Rt .  Επίσης η απόκλιση εξαιτίας 
του υποδιπλασιασμού είναι μεγαλύτερη από αυτήν του διπλασιασμού λόγω της μι-
κρότερης συνολικής ενίσχυσης (ΚRt h). 

 

Σχήμα 4.2  Χρονικές αποκρίσεις παραδείγματος 4.2 

4.3 Είδη ελεγκτών 

Υπάρχουν πολλά είδη ελεγκτών και αρκετοί τρόποι ενσωμάτωσης τους σ'ένα σύστη-
μα αυτομάτου ελέγχου.  Όσον αφορά την τοποθέτησή τους στο σύστημα μπορούν να 
τοποθετηθούν ή εν σειρά με την διαδικασία ή στον βρόχο ανάδρασης.  Εν όψει της 
αυξημένης ευαισθησίας του συστήματος σε σφάλματα του βρόχου ανάδρασης, η 
δεύτερη περίπτωση συνήθως αποφεύγεται.  Σίγουρα ακούγεται περίεργο, αλλά είναι 
γεγονός ότι ο πλέον χρησιμοποιημένος τύπος βιομηχανικού ελεγκτή, σε ποσοστό που 
φτάνει το 90%, είναι ο ελεγκτής PID (αναλογικοολοκληρωτικοδιαφορικός).  Στην 
συνέχεια θα εξετάσουμε τα προτερήματα και μειονεκτήματα του ελεγκτή PID, όπως 
επίσης και κάποιων άλλων λιγότερο δημοφιλών ελεγκτών. 

4.3.1 Ελεγκτής PID (αναλογικο-ολοκληρωτικο-διαφορικός) 

Ο ελεγκτής PID έχει την συνάρτηση μεταφοράς, 
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Όπως φαίνεται, ο ελεγκτής έχει τρεις παραμέτρους και έτσι είναι σε θέση να πετύχει 
αρκετά καλή συμπεριφορά.  Από την άλλη μεριά, το γεγονός αυτό καθιστά δύσκολη 
την εύρεση των κατάλληλων τιμών όπως θα δούμε και στην συνέχεια.  Για τον σκο-
πό αυτό θα εξετάσουμε δύο μεθόδους: την μέθοδο ZieglerNichols και μία αναλυτι-
κή μέθοδο.  Για την καλύτερη κατανόηση της λειτουργίας του ελεγκτή θα εξετάσου-
με τον κάθε όρο χωριστά, αν και στην πράξη εμφανίζονται και οι τρεις μαζί. 

4.3.1.1  Επίδραση αναλογικού όρου 

Ο αναλογικός ελεγκτής είναι η πιο απλή μορφή ελεγκτή.  Το δομικό διάγραμμα ενός 
συστήματος με αναλογικό έλεγχο φαίνεται στο Σχ. 4.3. 

 

Y(s) Ε(s) 
Κ 

R(s) 

+ 

_ 
Gp(s)

Ελεγκτής 

 

Σχήμα 4.3  Αναλογικός έλεγχος 

Έχουμε ήδη δει ότι η χρήση αναλογικού ελέγχου σε συστήματα με ανατροφοδότηση 
έχει ευεργετικά αποτελέσματα, όπως βελτίωση σφάλματος σταθεράς κατάστασης και 
βελτίωση ταχύτητας απόκρισης.  Όμως ο αναλογικός έλεγχος δεν έχει μόνο καλά, 
καθώς μεγάλες τιμές ενίσχυσης μειώνουν την σχετική ευστάθεια.  Σε συστήματα με-
γαλύτερης τάξης από 2, μεγάλες τιμές του Κ μπορεί να οδηγήσουν σε αποσταθερο-
ποίηση.  Πάντως η μέγιστη τιμή του Κ, περιορίζεται εκτός αυτών, και από φυσικούς 
λόγους, καθώς τα φυσικά συστήματα έχουν περιορισμένη ικανότητα ενίσχυσης. 

Στη συνέχεια ας δούμε δύο παραδείγματα για καλύτερη κατανόηση των προηγουμέ-
νων. 

Παράδειγμα 4.3  Αναλογικός έλεγχος συστήματος πρώτης τάξης. 

Έστω το σύστημα του Σχ. 4.4, 
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Σχήμα 4.4  Αναλογικός έλεγχος συστήματος πρώτης τάξης 

Η συνάρτηση μεταφοράς του είναι, 
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Ο τρόπος έκφρασης μας επιτρέπει την εύκολη εξαγωγή των εξής συμπερασμάτων: 

 Το συνολικό σύστημα είναι επίσης πρώτης τάξης. 

 Η χρονική του σταθερά  )1/( KΤΤ   μειώνεται καθώς αυξάνεται το Κ, αυ-
ξάνοντας την ταχύτητα απόκρισης. 

 Το σφάλμα σταθερής κατάστασης σε είσοδο μοναδιαίας βαθμίδας, )1/(1 K , 
επίσης μειώνεται αυξανομένου του Κ. 

Η χρονική απόκριση του συστήματος, βρίσκεται αντιστρέφοντας την (4.1), 
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και φαίνεται στο Σχ. 4.5 για διάφορες τιμές του Κ, μαζί με τον αντίστοιχο γ.τ.ρ. 

 

Σχήμα 4.5  Χρονική απόκριση Παρ. 4.3 και γ.τ.ρ. του 

Παράδειγμα 4.4  Αναλογικός έλεγχος συστήματος δευτέρας τάξης. 

Έστω το σύστημα του Σχ. 4.6, με συνάρτηση μεταφοράς, 
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Σχήμα 4.6  Σύστημα δευτέρας τάξης με αναλογικό έλεγχο 

Ας θέσουμε Τ11, Τ20,5. Όσον αφορά το σφάλμα σταθεράς κατάστασης σε είσοδο 
μοναδιαίας βαθμίδας, είναι πάλι πεπερασμένο και ίσο με 1/(1+Κ).  Επομένως μειώ-
νεται καθώς αυξάνεται το Κ.  Οι πόλοι του συστήματος μεταβάλλονται σύμφωνα με 

Ks 225,05,12,1   

Ο γ.τ.ρ. και χρονικές αποκρίσεις φαίνονται στο Σχ. 4.7.  Φαίνεται ευκρινώς ότι αύ-
ξηση του Κ βελτιώνει την ταχύτητα απόκρισης, αλλά αυξάνει την υπερύψωση.  Το 
σύστημα δεν αποσταθεροποιείται για καμία τιμή του Κ, αλλά η μέγιστη τιμή περιορί-
ζεται από φυσικούς περιορισμούς.  Για παράδειγμα η ακαριαία θέρμανση κάποιου 
χώρου απαιτεί την κατανάλωση άπειρης ενέργειας. 

 

Σχήμα 4.7  Χρονική απόκριση Παραδείγματος 4.4 και γ.τ.ρ. του 

4.3.1.2 Επίδραση διαφορικού όρου 

Η συνάρτηση μεταφοράς του διαφορικού όρου είναι, 

Dc sKsG )(  

Θα εξετάσουμε την επίδραση ενός τέτοιου ελεγκτή σε συνδυασμό με αναλογικό όρο.  
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Εάν, για απλούστευση, ο ελεγκτής πρέπει να ελέγξει μία διαδικασία δευτέρας τάξης, 
όπως δείχνει το δομικό διάγραμμα του Σχ. 4.8, η ολική συνάρτηση μεταφοράς είναι, 
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Σχήμα 4.8  Κλειστό σύστημα με ελεγκτή PD 

Συγκρίνοντας την ΗCL(s) με αυτήν του ανοικτού συστήματος, 

)(
)(

ass
sHOL 


β
 

παρατηρούμε ότι η πρόσθεση του διαφορικού όρου προσθέτει ένα μηδενικό στην 
συνάρτηση μεταφοράς στην θέση DP KK  και επίσης μετατοπίζει την θέση των 
πόλων.  Η περίπτωση αυτή εξετάστηκε στην ενότητα 3.4.1.  Τα συμπεράσματα που 
εξήχθησαν μας επιτρέπουν την διατύπωση ενός κανόνα: 

 Ο διαφορικός έλεγχος χρησιμοποιείται για την βελτίωση της σχετικής ευστάθει-
ας. 

Ο τρόπος που αυτό επιτυγχάνεται μπορεί να κατανοηθεί από την φυσική σημασία 
του διαφορικού ελέγχου που είναι η εισαγωγή προβλεπτικής ικανότητας μέσω της 
τροφοδότησης της παραγώγου του σφάλματος.  Πέρα από αυτό, ο γ.τ.ρ. μας δίνει 
επίσης μία σαφή εικόνα των επιφερομένων αλλαγών.  Στα Σχ. 4.9, 4.10 φαίνονται οι 
γ.τ.ρ. ενός συστήματος τύπου 2 που ενώ είναι ασταθές για όλες τις τιμές της ενίσχυ-
σης Κ, σταθεροποιείται με την εισαγωγή του διαφορικού όρου, και μάλιστα είναι 
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ευσταθές για κάθε Κ, αν το μηδενικό είναι μεταξύ του μηδέν και του πόλου. 

 

Σχήμα 4.9   Γ.Τ.Ρ. για σύστημα με )10( 
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Σχήμα 4.10   Γ.Τ.Ρ. για σύστημα με )20,10( 
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Ας δούμε ένα πρακτικό παράδειγμα, που θα βοηθήσει στην κατανόηση της λειτουρ-
γίας του αναλογικοδιαφορικού (PD) ελέγχου. 

Παράδειγμα 4.5  Έστω ένα σύστημα ελέγχου της γωνιακής θέσης της μαργαρίτας 
ενός εκτυπωτή μαργαρίτας.  Η μαργαρίτα κινείται από έναν κινητήρα DC, που έχει 
περιγραφεί στο Παράδειγμα 2.2.  Η συνάρτηση μεταφοράς του είναι, 

isaiba
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KKKsBRKKJsR

KKK
sG
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όπου οι διάφορες μεταβλητές είναι: 

Κs: Ενίσχυση κωδικοποιητή     1 V/rad 

Κ: Ενίσχυση ενισχυτή     μεταβαλλόμενη 

Ra: Αντίσταση οπλισμού κινητήρα  5 Ω 

Κi: Σταθερά ροπής στρέψεως κινητήρα 3 Κgm/A 

Κb: Αντηλεκτρεγερτική σταθερά κινητήρα 0,02125 V/rad/sec 

Jm: Αδράνεια ρότορα κινητήρα   3104 Kgm sec2 

JL: Αδράνεια μαργαρίτας    12104 Kgm sec2 

Bm: Συντελεστής ιξώδους άξονα κινητήρα 0,03 Kgm sec  

BL: Συντελεστής ιξώδους άξονα φορτίου 0,03 Kgm sec 

Αντικαθιστώντας τις διάφορες τιμές, και χρησιμοποιώντας ελεγκτή PD, η (4.2) γίνε-
ται, 

pd

dp

KKss

sKK
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400)4005.48(
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Για λόγους σύγκρισης στο Σχ. 4.11 φαίνονται οι χρονικές αποκρίσεις σε είσοδο μο-
ναδιαίας βαθμίδας, όταν Κp1, 2.94 και 100 και Kd0.  Oι αντιστοιχήσεις πρέπει να 
είναι προφανείς.  Επιλέγουμε να βελτιώσουμε την απόκριση όταν Κp100, περίπτω-
ση που παρουσιάζει καλό χρόνο ανύψωσης (tr0.006) αλλά μεγάλη υπερύψωση 
(68%).   
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Σχήμα 4.11  Απόκριση σε μοναδιαία βαθμίδα χωρίς διαφορικό έλεγχο. 

Για να επιλέξουμε τιμή για το Κd χρησιμοποιούμε την χαρακτηριστική εξίσωση του 
κλειστού συστήματος από την οποία εξαρτάται η χρονική απόκριση: 

 s2+s(48,5+400Kd)+400Kp=0 

Από την τυπική μορφή, 

 

400

5,484002
4005,482

400
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KK
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(4.3)

Έτσι, π.χ. για κρίσιμη απόσβεση, ζ1, και η (4.3) δίνει Κd0,8788.  Η αντίστοιχη 
χρονική απόκριση φαίνεται στο Σχ. 4.12 μαζί με την καμπύλη για Κd0,4 και Κd0. 
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Σχήμα 4.12  Απόκριση σε μοναδιαία βαθμίδα με διαφορικό έλεγχο. 

Όπως φαίνεται αύξηση του Κd έχει σαν αποτέλεσμα την βελτίωση της σχετικής ευ-
στάθειας καθώς η υπερύψωση μειώνεται όπως επίσης και ο χρόνος ανύψωσης. 

4.3.1.3 Επίδραση oλοκληρωτικού όρου 

Η συνάρτηση μεταφοράς του ολοκληρωτικού όρου είναι sKI .  Η βασική συνει-
σφορά του είναι ότι με τον πόλο του στο μηδέν αυξάνει τον τύπο του συστήματος, 
βελτιώνοντας το σφάλμα σταθερής κατάστασης.  

Η συνάρτηση μεταφοράς του ανοικτού βρόχου γίνεται, 

   )(
1

)()()( sGKsK
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KsGsG Ip

I
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(4.4)

Ας δούμε το προηγούμενο παράδειγμα με Kp100, KI10.  Η συνάρτηση μεταφοράς 
του κλειστού βρόχου γίνεται, 

4000400005,48

)1,0(40000
)(

23 



sss

s
sH  

με μηδενικό στο s0,1 και πόλους (24,2+198,5i), (24,2198,5i).  Στο Σχ. 
4.13 φαίνονται διάφορες καμπύλες χρονικών αποκρίσεων για διάφορα ζευγάρια τι-
μών KP , KI. 
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Σχήμα 4.13  Απόκριση σε μοναδιαία βαθμίδα με ολοκληρωτικό έλεγχο. 

Όπως βλέπουμε, καταφέρνουμε να μειώσουμε την μέγιστη υπερύψωση, τοποθετώ-
ντας τον πραγματικό πόλο του συστήματος κοντά στο μηδενικό του.  Όμως η αύξηση 
της τάξης του συστήματος κατά 1 δημιουργεί προβλήματα στην ευστάθεια  Τα προ-
βλήματα αυτά μπορεί να αναλυθούν αν εξετάσουμε την συνάρτηση μεταφοράς κλει-
στού βρόχου H(s).  Από την (4.4) προκύπτει, 

)(400)5.48(
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2
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IP

KsKss
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Επομένως το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι, 

 a(s)=s3+48,5s2+400Kps+400KI
(4.5)

Με την χρήση κάποιας κατάλληλης μεθόδου, π.χ. του κριτηρίου Routh, βρίσκουμε 
ότι το αντισταθμισμένο σύστημα είναι ευσταθές για 0≤KI<48,5Kp, ενώ το ανοικτό 
σύστημα χωρίς ολοκληρωτικό ελεγκτή είναι ευσταθές για όλα τα Κp.  Στο Σχ. 4.14 
φαίνεται ο γ.τ.ρ. των ριζών της (4.5) για ΚP100 και μεταβαλλόμενο KI. 

Οι βασικοί κανόνες που διέπουν την χρήση του ολοκληρωτικού ελεγκτή είναι οι ε-
ξής: 

 Βελτιώνει τον τύπο του συστήματος (καλύτερη συμπεριφορά στο σφάλμα στα-
θερής κατάστασης). 

 Βελτιώνει την μέγιστη υπερύψωση. 

 Επιδεινώνει την σχετική ευστάθεια. 
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Σχήμα 4.14  Γ.Τ.Ρ. της Εξ. (5.4) 

4.3.1.4 Ρύθμιση Ziegler-Nichols 

Η ρύθμιση ZieglerNichols βασίζεται σε μία απλή ανάλυση ευστάθειας.  Τα βήματα 
είναι: 

Θέτουμε KdKI0 . αυξάνουμε το Κp μέχρι το σύστημα να ταλαντωθεί (δηλαδή οι 
πόλοι του κλειστού συστήματος να είναι επί του φανταστικού άξονα).  Στην συνέχεια 
θέτουμε, 

π
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όπου Κm είναι η οριακή ενίσχυση (ταλάντωσης) και ωm η συχνότητα ταλάντωσης.  Η 
εύρεση των παραμέτρων αυτών είναι εύκολη με την χρήση του πακέτου MATLAB 
(Control Systems Toolbox).   

Η μέθοδος αυτή, όπως είναι φανερό δεν αποσκοπεί στην ικανοποίηση κάποιων δεδο-
μένων προδιαγραφών, αλλά δίνει έναν γενικό κανόνα που η πείρα έχει δείξει ότι α-
ποδίδει "καλά". 

Παράδειγμα 4.6  Έστω μία υπό έλεγχο διαδικασία με συνάρτηση μεταφοράς, 

)20030(
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Οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι {−4,20,93i και 21,59}.  Η απόκρι-
ση του συστήματος σε είσοδο μοναδιαίας βαθμίδας δεν έχει υπερύψωση και το 
σφάλμα σταθερής κατάστασης σε είσοδο μοναδιαίας αναρρίχησης είναι 0,5.  Με την 
χρήση των εντολών του MATLAB, rlocus και rlocfind βρίσκονται οι τιμές της ορια-
κής ενίσχυσης Km14 και ταλάντωσης ωm14rad/sec.  Χρησιμοποιώντας τις εξισώ-
σεις ZieglerNichols βρίσκουμε, 

KP  8,4 KD  0,5 KI  40 
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Στο Σχ. 4.15 φαίνονται οι χρονικές αποκρίσεις σε είσοδο μοναδιαίας αναρρίχησης 
του συστήματος χωρίς και με αντιστάθμιση.  Σε σύγκριση με το μη αντισταθμισμένο 
σύστημα, το σφάλμα σταθερής κατάστασης έχει μηδενισθεί (από 0,5) αλλά έχει ει-
σαχθεί υπερύψωση. 

 

Σχήμα 4.15  Απόκριση μοναδιαίας αναρρίχησης με έλεγχο PID. 

Στο Σχ. 4.16 φαίνονται οι αντίστοιχες χρονικές αποκρίσεις σε είσοδο μοναδιαίας 
βαθμίδας.  Η μέγιστη υπερύψωση στο αντισταθμισμένο σύστημα είναι περίπου 60% 
ενώ ο χρόνος αποκατάστασης 1,2 sec.  ενώ ο χρόνος ανύψωσης περίπου 0,12 sec.  
Συγκρίνοντάς το με το μη αντισταθμισμένο ο χρόνος ανύψωσης έχει βελτιωθεί ενώ 
πάλι έχει εισαχθεί υπερύψωση. 

 

Σχήμα 4.16  Απόκριση μοναδιαίας βαθμίδας με έλεγχο PID. 

4.3.1.5 Ρύθμιση με βάση αναλυτικές σχέσεις 

Όπως προαναφέρθηκε, η ρύθμιση ZieglerNichols δεν μας επιτρέπει να σχεδιάσουμε 
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έναν ελεγκτή που να ικανοποιεί δεδομένες προδιαγραφές λειτουργίας.  Παρόλο που 
το θέμα μπορεί να φαίνεται απλό, δεν είναι πάντα εφικτό να βρεθούν αναλυτικές 
σχέσεις που να επιτρέπουν τον υπολογισμό των τιμών των παραμέτρων ΚP , ΚD  και 
ΚΙ .  Στην μέθοδο που ακολουθεί υποτίθεται ότι το υπό έλεγχο σύστημα μπορεί να 
προσεγγισθεί επαρκώς από ένα σύστημα δευτέρας τάξης στην τυπική μορφή (4.5).  
Σε αντίθετη περίπτωση, η μέθοδος πρέπει να θεωρηθεί ότι παρέχει μία πρώτη λύση η 
οποία πιθανόν θα χρειάζεται βελτίωση μέσω επανειλημμένων αναδρομών. 

Θεωρούμε λοιπόν την πρόσω συνάρτηση μεταφοράς ελεγκτήδιαδικασίας, 
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Η σταθερά ΚΙ βρίσκεται πρώτα από τις προδιαγραφές σφάλματος σταθεράς κατά-
στασης, αφού αν η Gp(s) είναι τύπου n, η Gc(s)Gp(s) είναι  n+1 και η σταθερά 
σφάλματος σταθεράς κατάστασης δίνεται από την σχέση, 

sssI
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n e
sGKsK

1
)(

01 
  

Έχοντας υπολογίσει το ΚΙ από την προηγούμενη εξίσωση, μπορούμε να προσπαθή-
σουμε να υπολογίσουμε τα ΚD, ΚP από τις υπόλοιπες προδιαγραφές π.χ. μέγιστης 
υπερύψωσης και χρόνου αποκατάστασης.  Οι προδιαγραφές αυτές αντιστοιχούν σε 
προδιαγραφές για τα ζ, ωn που με την σειρά τους ορίζουν μία περιοχή στο επίπεδο s 
όπου οι προδιαγραφές αυτές ικανοποιούνται.  Συνήθως θα υπάρχουν περισσότερα 
από ένα σημεία, που να ικανοποιούν τις δοσμένες προδιαγραφές.  Έστω ένα τέτοιο 
σημείο s1, από το οποίο επιθυμούμε να περάσει ο γ.τ.ρ. του κλειστού συστήματος.  
Τότε, από την βασική σχέση του γ.τ.ρ., δηλαδή ότι το μέτρο της Gc(s)Gp(s) είναι 1 
και η γωνία 180°, προκύπτει, 

π
1

1

2
11 .1)( j

p
IDP esG

s

KsKsK










 
 

ή γράφοντας τους μιγαδικούς αριθμούς s1, Gp(s1), σε μορφή εκθετική, 
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όπου Μ είναι τα μέτρα και θ οι γωνίες.  Αναπτύσσοντας σε τριγωνομετρική μορφή 
και εξισώνοντας πραγματικά και φανταστικά μέρη παίρνουμε: 
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(4.6)

Λύνοντας το σύστημα παίρνουμε τα επιθυμητά  ΚD, ΚP .  Όμως οι συγκεκριμένες 
τιμές μπορεί να είναι αρνητικές, πράγμα που σημαίνει ότι δεν μπορεί να υλοποιηθεί ο 
συγκεκριμένος ελεγκτής.  Στην περίπτωση αυτή, επαναλαμβάνουμε την διαδικασία 
για διαφορετικό σημείο s1 που να ικανοποιεί τις προδιαγραφές.  Αν αυτό δεν είναι 
δυνατό πρέπει να δοκιμασθεί διαφορετικός τύπος ελεγκτή.   Είναι φανερό, ότι η δια-
δικασία αυτή δεν εξασφαλίζει την εύρεση ενός ικανοποιητικού συνόλου τιμών για τις 
παραμέτρους σχεδίασης, αφού δεν είναι δυνατό να δοκιμασθεί όλο το φάσμα των 
εφικτών τιμών s1.  Έτσι η μεθοδολογία αυτή μπορεί να χρησιμεύσει τουλάχιστο συ-
μπληρωματικά με την εμπειρία του σχεδιαστή. 

Παράδειγμα 4.7  Έστω πάλι το σύστημα του Παραδείγματος 4.6, 
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για το οποίο θέλουμε να σχεδιάσουμε έναν ελεγκτή PID, έτσι ώστε το αντισταθμι-
σμένο σύστημα να ικανοποιεί τις εξής προδιαγραφές: 

Σφάλμα σταθερής κατάστασης σε είσοδο μοναδιαίας παραβολής:  0,1 

Μέγιστη υπερύψωση:  10% 

Χρόνος αποκατάστασης 2%:  2 sec 

Λύση:  Επειδή η διαδικασία είναι τύπου 1 και το αντισταθμισμένο σύστημα τύπου 2, 
η σταθερά επιτάχυνσης δίνεται από την, 
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Από τις προδιαγραφές σφάλματος σταθερής κατάστασης σε είσοδο μοναδιαίας πα-
ραβολής, 
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Οι προδιαγραφές μέγιστης υπερύψωσης και χρόνου αποκατάστασης ορίζουν μία εφι-
κτή περιοχή στο επίπεδο s που φαίνεται στο Σχ. 4.17.  Τα όρια βρίσκονται από τις 
σχέσεις (4.10),  
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και (4.11), 
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Σχήμα 4.17  Εφικτό σύνολο τιμών για τους πόλους της συνάρτησης μεταφοράς του αντισταθμισμένου συ-
στήματος 

Ας επιλέξουμε τον οριακό πόλο s11,98 + 2,64i.  Για την τιμή αυτή η (4.6) δίνει, 

ΚD2,5271 και ΚP0,2442 

Προς επιβεβαίωση, τα Σχ. 4.18, 4.19 δίνουν τις χρονικές αποκρίσεις του αντισταθμι-
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σμένου συστήματος για είσοδο μοναδιαίας βαθμίδας και μοναδιαίας αναρρίχησης 
αντίστοιχα. 

 

Σχήμα 4.18  Χρονική απόκριση αντισταθμισμένου συστήματος σε είσοδο μοναδιαίας βαθμίδας 

 

Σχήμα 4.19  Χρονική απόκριση αντισταθμισμένου συστήματος σε είσοδο μοναδιαίας παραβολής 

Όπως φαίνεται από τα σχήματα αυτά, οι προδιαγραφές δεν ικανοποιούνται απόλυτα 
λόγω της αυξημένης υπερύψωσης που είναι της τάξης του 22%.  Αυτό οφείλεται 
στην εισαγωγή μηδενικών από τον ελεγκτή. 

Μπορούμε τώρα να επιχειρήσουμε μία αναδρομική σχεδίαση με βάση τις τιμές που 
βρήκαμε.  Στο Σχ. 4.20 εμφανίζονται τα αποτελέσματα αυτής της προσπάθειας για το 
εύρος τιμών, 

101,0  ,101,0  PD KK  

σε διαστήματα 0,5. 
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Σχήμα 4.20  

Από το διάγραμμα φαίνεται ότι υπάρχουν αρκετά ζεύγη τιμών που να ικανοποιούν 
τις προδιαγραφές.  Στο Σχ. 4.21 φαίνεται ενδεικτικά η χρονική απόκριση για ένα από 
αυτά που αντιστοιχεί στις τιμές ΚD1,6 και ΚP8,1. 

 

Σχήμα 4.21  Έλεγχος PID με βέλτιστες παραμέτρους 

4.3.2 Πρακτική υλοποίηση ελεγκτών PID 

Η βασική μονάδα υλοποίησης των ελεγκτών PID είναι ο τελεστικός ενισχυτής.  Το 
ηλεκτρικό του κύκλωμα φαίνεται στο Σχ. 4.22. 
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Σχήμα 4.22  Υλοποίηση PID  

Χρησιμοποιώντας βασικούς κανόνες ηλεκτρικών κυκλωμάτων, η συνάρτηση μετα-
φοράς του Σχ. 4.22 είναι, 
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Πρέπει να σημειωθεί ότι στους τελεστικούς ενισχυτές η σταθερή απολαβή Α θεωρεί-
ται ιδεατά άπειρη. 

4.3.3 Ελεγκτές  προήγησης-καθυστέρησης φάσης 

Οι ελεγκτές προήγησηςκαθυστέρησης φάσης είναι δομικά απλοί ελεγκτές με συ-
νάρτηση μεταφοράς, 

bs

as
KsGc 


)(  

όπου τα a, b είναι πραγματικοί αριθμοί.  Εάν το μηδενικό προηγείται του πόλου 
(0<a<b), ο ελεγκτής ονομάζεται δίκτυο προήγησης.  Στην αντίθετη περίπτωση ονο-
μάζεται δίκτυο καθυστέρησης. 

Πώς ο σχεδιαστής ξέρει ποιον από τους δύο ελεγκτές να χρησιμοποιήσει;  Αυτό ε-
ξαρτάται από τις προδιαγραφές λειτουργίας.  Αν για παράδειγμα, απαιτείται σταθε-
ροποίηση του κλειστού συστήματος τότε εάν μεν το ανοικτό σύστημα είναι ευσταθές 
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε ή τον έναν ή τον άλλο.  Εάν όμως η διαδικασία είναι 
ασταθής, πρέπει να χρησιμοποιηθεί δίκτυο προήγησης.  Επιπρόσθετα, ο έλεγχος 
προήγησης, γενικά: 

 Βελτιώνει την σχετική ευστάθεια, αυξάνοντας το περιθώριο φάσης (επιθυμητό). 

 Αυξάνει το σφάλμα σταθερής κατάστασης για σταθερό Κ, αφού a/b<1 (ανεπι-
θύμητο). 
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 Μειώνει τον χρόνο αποκατάστασης (επιθυμητό). 

Ο έλεγχος καθυστέρησης, γενικά, 

 Επιδεινώνει την σχετική ευστάθεια (ανεπιθύμητο). 

 Μειώνει το σφάλμα σταθερής κατάστασης (επιθυμητό). 

 Αυξάνει τον χρόνο αποκατάστασης (ανεπιθύμητο). 

Στην συνέχεια θα περιγράψουμε μία αναλυτική μέθοδο, παρεμφερή με αυτή που 
χρησιμοποιήθηκε στον έλεγχο PID, που μπορεί να χρησιμοποιηθεί και στις δύο περι-
πτώσεις αφού ουσιαστικά έχουν την ίδια συνάρτηση μεταφοράς.  Πρέπει όμως πάντα 
να έχουμε υπόψη μας ότι οι τεχνικές αυτές υποθέτουν ότι το κλειστό σύστημα μπορεί 
να προσεγγισθεί από ένα ζευγάρι κυρίαρχων πόλων.  Ως εκ τούτου, οι λύσεις  πρέπει 
να θεωρούνται συνήθως ως αρχικές προσεγγίσεις στο πρόβλημα της σχεδίασης, οι 
οποίες στην συνέχεια μπορούν να βελτιωθούν με την χρήση υπολογιστών. 

4.3.3.1 Αναλυτική σχεδίαση δικτύων προήγησης-καθυστέρησης φάσης 

Η συνάρτηση μεταφοράς του ελεγκτή γράφεται, 
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Η ενίσχυση Κ βρίσκεται από τις προδιαγραφές σταθεράς κατάστασης, ενώ το επιθυ-
μητό σημείο, s1, του γ.τ.ρ. από τις προδιαγραφές μεταβατικής απόκρισης.  Στην συ-
νέχεια, ακολουθώντας την λογική της 4.3.1.5, πρέπει να ισχύει η σχέση, 
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Η εξίσωση αυτή έχει πραγματικά και φανταστικά μέρη, τα οποία εξισώνοντας, δίνει 
την λύση, 
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(4.8)

Προφανώς η λύση αυτή πρέπει να ικανοποιεί και τις συνθήκες για τα τz, τp.  Δηλαδή 
πρέπει αφενός να είναι θετικά και αφετέρου να ικανοποιούν την συνθήκη διάταξης 
ανάλογα με το είδος του ελεγκτή. 

Παράδειγμα 4.8  Έστω το σύστημα του Παραδείγματος 4.6, 
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Να σχεδιασθεί ένας ελεγκτής προήγησης φάσης έτσι ώστε το κλειστό σύστημα να 
έχει, 

ζ0,5  ωn13,5 rad/sec  σταθερά σφάλματος ταχύτητας 10. 

Λύση:  Από τις προδιαγραφές σφάλματος σταθερής κατάστασης και την (4.18), 
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Για το s1, έστω σ+ωdi.  Τότε, 
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Επομένως, 


 120τοξεφ    ,49,13
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sdsM  και s1=13,49e120 i.  

Αντικαθιστώντας την τιμή αυτή στην G(s1) παίρνουμε, 

)69,1125,3)(69,1125,13)(69,1175,6(

400
)( 1 jjj

sG


  

Για να βρούμε το μέτρο και την γωνία της G(s1), χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι το 
μέτρο γινομένου (πηλίκου) μιγαδικών αριθμών ισούται με το γινόμενο (πηλίκο) των 
επιμέρους μέτρων, ενώ η γωνία με το άθροισμα (διαφορά) των επιμέρους γωνιών.  
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Έτσι, 
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και G(s1)=0,13e124,1 i.  Θέτοντας τις τιμές αυτές στην (4.8), παίρνουμε, τz0,1 και 
τp0,027.  Η λύση αυτή είναι κατ' αρχήν ικανοποιητική αφού τz>τp>0.  Έτσι ο ελε-
γκτής μας γίνεται, 
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Για να δούμε αν ο ελεγκτής ικανοποιεί τις προδιαγραφές πρέπει να σχεδιάσουμε την 
χρονική απόκριση, έχοντας υπόψη μας ότι οι προδιαγραφές μεταβατικής απόκρισης 
αντιστοιχούν, βάσει των (4.10), (4.11),  σε, 

%17
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ζω p
n

s Mt  

Η χρονική απόκριση σε είσοδο μοναδιαίας βαθμίδας φαίνεται στο Σχ. 4.23, μαζί με 
την απόκριση μόνο με αναλογικό έλεγχο κέρδους 5 για σύγκριση. 
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Σχήμα 4.23  Έλεγχος προήγησης φάσης Παραδείγματος 4.8 

Παρατηρούμε ότι η μέγιστη υπερύψωση είναι περίπου 14% και ο χρόνος αποκατά-
στασης 0,9sec.  Επομένως είμαστε εντός προδιαγραφών.  Όσον αφορά το σφάλμα 
σταθεράς κατάστασης, δεν φαίνεται αλλά είναι σίγουρο ότι έχει επιτευχθεί. 

Στην περίπτωση αυτή σταθήκαμε τυχεροί.  Γενικά υπάρχει ένα όριο στο σφάλμα 
σταθεράς κατάστασης που μπορεί να επιτευχθεί με έναν ελεγκτή προήγησης φάσης.  
Για παράδειγμα αν έπρεπε Κ10, θα παίρναμε αρνητικό τp.  Στην περίπτωση αυτή, 
επαναλαμβάνουμε την σχεδίαση για άλλες τιμές του Κ, μέχρι να πάρουμε ένα ικανο-
ποιητικό ζευγάρι τp, τz. 
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5 Παραδείγματα 

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετηθούν κάποια ολοκληρωμένα παραδείγματα από τυπικές 
περιοχές εφαρμογών των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου.  Στα παραδείγματα αυτά 
θα παρουσιασθεί η δομή του συστήματος, τα σχετικά με την αυτοματοποίηση εξαρ-
τήματα (αισθητήρες, επενεργητές, ελεγκτές κλπ.), οι φυσικοί νόμοι που διέπουν τη 
λειτουργία του συστήματος και το προκύπτον σύστημα κωδικοποιημένο σε ορολογία 
συστημάτων αυτομάτου ελέγχου: δομικό διάγραμμα, συναρτήσεις μεταφοράς κλπ.  
Ο στόχος είναι να αποκτηθεί μία, κατά το δυνατόν, πλήρης εικόνα των συστημάτων 
και να  συνδεθούν τα αφηρημένα μαθηματικά με χειροπιαστά παραδείγματα.  Αυτό, 
σε συνδυασμό με τη πειραματική άσκηση, ελπίζω ότι θα κάνει κατανοητό αυτό το 
ενδιαφέρον επιστημονικό πεδίο. 

Οι ενδεικτικές περιοχές εφαρμογών που θα εξετασθούν είναι του ελέγχου στάθμης, 
θερμοκρασίας, θέσης/ταχύτητας όπως επίσης και κάποια παραδείγματα από το νέο 
τομέα των αυτοματισμών στην αυτοκινητοβιομηχανία.  Οι περιπτώσεις αυτές σε 
καμμιά περίπτωση δεν εξαντλούν τον κατάλογο των εφαρμογών, καλύπτουν όμως 
ένα μεγάλο μέρος του.  Πριν προχωρήσουμε ας θυμηθούμε τη βασική δομή ενός συ-
στήματος αυτομάτου ελέγχου (Σχ. 5.1). 

 

Διαδικασία 
Ελεγκτής 

(;) 

Αισθητήρας 

επιθυμητή 
τιμή 

αβεβαιότητα 

θόρυβος 

σήμα ελέγχου

επιτυγχανόμενη 
τιμή 

ΣΥΣΤΗΜΑ 

ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝ

 

Σχήμα  5.1.  Βασική δομή συστημάτων αυτομάτου ελέγχου 

Στα παραδείγματα που θα ακολουθήσουν θα αναφερθούμε αναλυτικά σε κάθε ένα 
από τα στοιχεία που φαίνονται στο Σχ. 5.1.  Να σημειωθεί ότι ο ελεγκτής αποτελείται 
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ουσιαστικά από δύο μέρη: τη στρατηγική ελέγχου και τον επενεργητή. 

5.1 Έλεγχος στάθμης 

Ο έλεγχος στάθμης είναι από τα παλαιότερα πεδία εφαρμογής των συστημάτων αυ-
τομάτου ελέγχου (ίσως το πρώτο).  Σήμερα απαιτείται σε πλήθος  διαδικασιών στη 
χημική βιομηχανία, στα υδραυλικά δίκτυα κλπ.  Το βασικό σχηματικό διάγραμμα 
φαίνεται στο Σχ. 5.2. 

 

Βάνα 

R 

h
ρ

Α

Ηλεκτροβάνα

wout 

win 

Κεντρική παροχή 

Στρατηγική ελέγχου 

αισθητήρας ύψους 

 

Σχήμα 5.2   Σχηματικό διάγραμμα ελέγχου στάθμης υγρού 

Μιλώντας με όρους αυτομάτου ελέγχου, η υπό έλεγχο διαδικασία (εγκατάσταση) 
αποτελείται από τη δεξαμενή υγρού και τη σωλήνα  εξόδου.  Η δεξαμενή έχει 
επιφάνεια πυθμένα Α m2., το υγρό είναι πυκνότητας ρ, και η ροή μέσω της σωλήνας 
εξόδου είναι συνάρτηση της αντίστασης R.  Ο ελεγκτής αποτελείται από τον 
αισθητήρα ύψους, τη στρατηγική ελέγχου και την ηλεκτροβάνα (επενεργητή).  Η 
ελεγχόμενη μεταβλητή είναι η στάθμη h του υγρού.  Το αντίστοιχο δομικό 
διάγραμμα του συστήματος αυτού φαίνεται στο Σχ. 5.3. 
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Σχήμα 5.3   Δομικό σύστημα ελέγχου στάθμης υγρού 

Η διαδικασία εύρεσης ενός υποδείγματος κατάλληλου για χρησιμοποίηση στα 
πλαίσια της θεωρίας αυτομάτου ελέγχου ξεκινά από τις βασικές αρχές δυναμικής 
φυσικών συστημάτων.  Δεν πρέπει επίσης να ξεχνάμε ότι η ελεγχόμενη μεταβλητή 
είναι το ύψος, ενώ η μεταβλητή ελέγχου η ροή.  Αυτό σημαίνει ότι το υπόδειγμα μας 
πρέπει να συσχετίζει αυτές τις δύο ποσότητες. 

Θα ξεκινήσουμε από την εύρεση του μαθηματικού υποδείγματος της υπό έλεγχο 
διαδικασίας. 

Σε κάθε ανοικτό φυσικό σύστημα ισχύει ο νόμος της διατήρησης της ύλης, επομένως 
και εδώ: 

 )()()( twtwtm outin   (5.1)

όπου win(t) είναι ο ρυθμός εισροής μάζας σε μονάδες (kg/sec), wout(t) ο ρυθμός ε-
κροής μάζας και m(t) η μάζα του υγρού που περιέχεται εντός συγκεκριμένων ορίων.  
Επειδή m(t)ρAh(t), όπου ρ η πυκνότητα του υγρού, η (5.1) γράφεται, 

 
 )()(

1
)( twtw

A
th outin 

ρ
  (5.2)

Η ακριβής εύρεση του ρυθμού εκροής wout στο σωλήνα εκροής δεν είναι απλή υπό-
θεση γενικά.  Σε σωλήνες μικρού μήκους η μάζα του υγρού ανά μονάδα χρόνου είναι 
αμελητέα και οι δυνάμεις της βαρύτητας και αδράνειας μπορεί να αγνοηθούν.  Στη 
περίπτωση αυτή, μπορεί να εκφρασθεί σαν, 

   atptp
R

twout
1

)()(
1

)( 21   
(5.3)

όπου η σταθερά R δηλώνει γενικά την "αντίσταση" στη ροή, η α είναι σταθερά που 
εξαρτάται από το τύπο του σωλήνα εκροής και p1, p2 είναι οι υδροστατικές πιέσεις 
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στα άκρα του σωλήνα.  Η τιμή του α εξαρτάται κυρίως από την ιξώδη τριβή της 
ροής: αν η ιξώδης τριβή είναι κυρίαρχη α≈1, ενώ αν είναι αμελητέα α≈2.  Στη πρώτη, 
και απλούστερη περίπτωση, η (5.3) γράφεται, 

  )()(
1

)( 21 tptp
R

twout   
(5.4)

Στο συγκεκριμένο πρόβλημα οι πιέσεις είναι υδροστατικές και επομένως ανάλογες 
των υψών. Δηλαδή,  

p1(t)=ρgh1(t) 
p2(t)=ρgh2(t) 

όπου g η επιτάχυνση λόγω της βαρύτητας.  Επομένως η (5.4) καταλήγει στην, 

  )()()( 21 thth
R

g
twout 

ρ
 

(5.5)

Αν τέλος θεωρήσουμε σωλήνες εξόδου μικρής διατομής, h2(t)=h2≈0 και αντικαθι-
στώντας την (5.5) στην (5.2), παίρνουμε τελικά την ζητούμενη εξίσωση, 
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 (5.6)

Αυτή είναι η διαφορική εξίσωση που διέπει τη διαδικασία.  Στη μελέτη των συστη-
μάτων αυτομάτου ελέγχου, χρησιμοποιούμε συναρτήσεις μεταφοράς που προκύ-
πτουν από τη μετασχηματισμένη κατά Laplace διαφορική εξίσωση.  Έτσι, μετασχη-
ματίζοντας την (5.6), παίρνουμε, 

)0(
1

/
)(

1

/
)(

)0()(
1

)(

)(
1

)()0()(

















 



h

g

RA
s

gRA
sW

g

RA
s

gR
sH

hsW
ARA

g
ssH

sW
A

sH
RA

g
hssH

in

in

in

ρ

ρ

ρ

 

Όταν οι αρχικές συνθήκες είναι μηδενικές (άδεια δεξαμενή), η συνάρτηση μεταφο-
ράς γίνεται,         

 )(
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)( sW
s

K
sΗ in



 

(5.7)
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όπου Κ=R/ρg και τ=RA/g.  Το δομικό διάγραμμα της διαδικασίας είναι λοιπόν, 

  
Win(s)

εγκατάσταση

ροή εισόδου (kg/sec)

H(s) 

στάθμη (m) 

1sτ

Κ

 

Για να συμπληρώσουμε την εικόνα του Σχ. 5.3 απομένει η συνάρτηση μεταφοράς 
του ελεγκτή.  Ο τύπος του είναι θέμα μελέτης, έτσι ας θεωρήσουμε για παράδειγμα 
έναν ελεγκτή αναλογικό του σφάλματος: 

U(s)=K[R(s)-Y(s)] 

Με τη μορφή αυτή, το Σχ. 5.3 γίνεται, 
 

Y(s) Ε(s)
Κ

R(s) 

+ 

_ 1τs
K

ελεγκτής δεξαμενή

στάθμη (m) επιθυμητή στάθμη (m) 

 

Σχήμα 5.4  Σύστημα ελέγχου στάθμης υγρού 

Το σύστημα αυτό είναι πρώτης τάξης με χρονική σταθερά τ=RA/g. 
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6 Εν είδει επιλόγου 

Στα προηγούμενα κεφάλαια παρουσιάστηκαν κάποιες τεχνικές ανάλυσης και σύνθε-
σης συστημάτων ελέγχου με ανατροφοδότηση.  Τα συστήματα αυτά ήταν γραμμικά, 
με σταθερούς συντελεστές και είχαν μία είσοδο και μία έξοδο.  Αποτελούν ένα μικρό 
υποσύνολο των (γενικότερων) δυναμικών συστημάτων, που μπορούν να μελετηθούν 
με παρόμοιες μεθόδους.   

Ιστορικά, οι τεχνικές αυτές αναπτύχθηκαν για να λύσουν προβλήματα από το πεδίο 
των τηλεπικοινωνιών και ειδικότερα στη σχεδίαση των ενισχυτών με ανατροφοδότη-
ση (feedback amplifier).  Το βασικό σήμα στα τηλεπικοινωνιακά συστήματα είναι η 
ημιτονοειδής συνάρτηση και γι' αυτό το λόγο το ενδιαφέρον επικεντρώθηκε αρχικά 
στο πώς μεταβάλλεται η απόκριση του συστήματος σε ημιτονοειδή είσοδο καθώς 
μεταβάλλεται η συχνότητα της, δηλαδή στην απόκριση συχνότητας.  Οι Nyquist6 και 
Bode7 ανέπτυξαν τότε τις γνωστές γραφικές τεχνικές τους για την ανάλυση των συ-
στημάτων, τεχνικές που επιτρέπουν την πρόγνωση της σταθερής κατάστασης σε ημι-
τονοειδή είσοδο.   

Σε αντίθεση, τα πρώτα μηχανολογικά συστήματα αυτομάτου ελέγχου, όπως ρυθμι-
στές ατμομηχανών, ρυθμιστές θερμοκρασίας, σερβομηχανισμοί κεραιών, αυτόματοι 
πιλότοι κ.ά., είχαν σαν βασικό στόχο τη διατήρηση κάποιας παραμέτρου σε ανεκτά 
επίπεδα.  Το μαθηματικό υπόδειγμα που χρησιμοποιείτο ήταν η είσοδος μοναδιαίας 
βαθμίδας, ενώ η ανάλυση απόκρισης συχνότητας δεν ήταν απαραίτητη.  Ως επί το 
πλείστον η τεχνική του Routh8 ήταν το μόνο εργαλείο που χρησιμοποιείτο για την 
ανάλυση της ευστάθειας. Η αύξηση της πολυπλοκότητας των συστημάτων αυτών, η 
σύζευξη τους με ηλεκτρολογικά/ηλεκτρονικά συστήματα και η πίεση του πολέμου, 
έδωσε νέα ώθηση στην ανάπτυξη των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου με προεξάρ-
χοντες τους James, Nichols και Phillips9 της ομάδας κεραιών ραντάρ του ΜΙΤ.   

Στα 1948 ο W. R. Evans10 ανέπτυξε τη γραφική μέθοδο του γεωμετρικού τόπου των 
ριζών που αναδείχθηκε σε κεντρικό εργαλείο σχεδίασης.  Η μέθοδος αυτή παρέχει 

                                                 

6  H. Nyquist (1932). "Regeneration Theory", Bell System Technical Journal, 11: 126-147. 

7  H. W. Bode (1945).  "Network analysis and feedback amplifier design", D. Van Nostrand, Princeton, N.J. 

8  R. J. Routh (1955).  "Dynamics of a system of rigid bodies, Part II", 6th rev. ed., arts.  290-307, Dover Pub-
lications, Inc., N.Y. 

9  H. M. James, N. B. Nichols and R. S. Phillips (1947). "Theory of Servomechanisms", MIT Rad. Lab. Se-
ries No. 25, McGraw Hill Book Company, N.Y. 

10 W. R. Evans (1949).  "Graphical analysis of control systems", Transactions AIEE, 68: 765-777. 
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μία καθαρή εικόνα  της ευστάθειας ενός συστήματος και των φυσικών του χαρακτη-
ριστικών, και επιπλέον δείχνει γραφικά πώς οι ιδιότητες αυτές μεταβάλλονται όταν 
μεταβάλλεται κάποια παράμετρός του (συνήθως το κέρδος). 

Στη πράξη σήμερα ο μηχανικός αυτομάτου ελέγχου επιλέγει τη μέθοδο ανάλυσης και 
σχεδίασης ανάλογα με το συγκεκριμένο πρόβλημα και συνήθως συνδυάζει και τις 
δύο.  Οι σύγχρονες απαιτήσεις ευρωστίας σε διαταραχές και θόρυβο απαιτούν μεθό-
δους ανάλυσης συχνότητας ακόμη και σε εφαρμογές όπου οι είσοδοι είναι βηματικές 
συναρτήσεις.  Στις περιπτώσεις αυτές οι ημιτονοειδείς συναρτήσεις αντιπροσωπεύ-
ουν ανεπιθύμητες εισόδους που πρέπει να απορριφθούν σε αντίθεση προς τις βηματι-
κές που πρέπει να ακολουθηθούν.  Δυστυχώς ο περιορισμένος χώρος, αλλά και σκο-
πός του παρόντος συγγράμματος, απαγορεύουν την ανάπτυξη και των δύο προσεγγί-
σεων.  Επέλεξα τη συγκεκριμένη ύλη γιατί αφ' ενός είναι πιο προσιτή σε άτομα που 
ακούν την θεωρία για πρώτη φορά και αφ' ετέρου είναι μια πολύ καλή εισαγωγή 
στην ολοκληρωμένη θεωρία.  
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Βιογραφίες 

Laplace, Pierre Simon (1749-1827). 

Διακεκριμένος Γάλλος (από το Beaumont-en-Age της 
Νορμανδίας) μαθηματικός, γνωστός κυρίως από τον 
μετασχηματισμό που φέρνει τ’ όνομά του. 
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Εκδοχολόγιο 

3.8:  Μικρές διορθώσεις (Σχ. 5.1 κλπ). 


